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I , 

Differentiation et 
ses Applications 




Dans vos etudes precedentes de fonctions , vous avez etudie les fonctions explicites d'une variable sous 
la forme y = f (x) , des operations sur les fonctions et leur compose. Vous avez deja etudie la derivabilite 
de la fonction continue sur un ensemble de definition. Vous pouvez determiner la derivee premiere des 
fonctions algebriques et des fonctions trigonometriques. 

Dans cette unite, on continue les etudes des la derivation des fonctions trigonometriques et des fonctions 
dont on ne peut pas separer ses variables car les variables reliant par une relation implicite ou par un 
parametre. Ce qui necessite l'etude d'autre methode de la derivation comme la derivation implicite et 
la derivation parametrique qui depend en chene. On cherche aussi la derivee de la fonction derivee (la 
derivee seconde) a l'etude de la derivation sucsessive qui nous permet d'etudier plusieurs applications de 
la vie. 

Dans cette unite on s'interesse des applications importentes de la derivee dans plusieurs domaines, sportif, 
phisique, economique, biologique, de l'etude des equations de la tangente et de la normale de la courbe et 
la derivation liee au temps qui nous aident a symboliser et resoudre les problemes. 




J Objectifs de l'unite 





A Tissue de cette unite, l’eleve doit etre capable de: 

Determiner la derivees des fonctions 
trigonometriques sec x , cosec x , cotg x 
Determiner la derivee des fonctions (explicite - 
implicite - parametrique) 

Determiner la derivee sucsessives (premiere et 
deuxieme) de deffirentes fonctions et comment 
les representer. 




■$- Determiner les equation de la tangente et de la 
normale d'une courbe en l'un de ses points 
Determiner la derivee liee au temps(le taux) et ses 
applications phisiques 
^ Symboliser les problemes de la vie et 
economiques 



J J Vocabulaires de base 


Derivation 
Derivee premiere 
Fonction trigonometrique 
Fonction explicite 
Fonction implicite 
intermediate (Parametre) 
Derivation implicite 


Derivation parametrique 
Derivees successives 

Coefficient directeur (pente) de la tangente 

Equation de la tangente 

Equation de la normale 

Taux 

Taux lies 


J -* Ajcl es J J Lemons de l'unite 

pedagogiques 


Calculatrice graphique 
Ordinateur avecdes logicielsde 
graphisme 


Legon (1-1): Derivation des fonctions trigonometriques 

Legon (1 - 2) : Derivation d ’ une fonction implicite ou parametrique 

Legon (1-3): Derivation successive d’une fonction 

Legon (1 - 4): Equations de la tangente et de la normale d’une 

courbe 

Legon (1 - 5): Derivation des fonctions liees au temps 


Organigramme de l'unite 


Derivation 


Derivation et ses applications 


Derivation des fonction trigonometriques Applications de la derivation 


derivation d'une fonction implicite 
Derivation parametrique 

Derivation successive 




Equations de la 
tangente et de la 
normale d'une courbe 

\ 




Applications 



phisiques 


Derivation des 
fonctions 
liees au temps 

J ^ 


geometriques 




& Apprendre 

Determiner la derivee : 
; f(x) = cotg x 
; f(x) = sec x 
? f(x) = cosec x 


Avant - propos: 

Vous avez deja etudie la derivation de quelques fonctions 
trigonometriques. Dans cette le 9 on, on fait rappeler des notions de base 
pour savoir la derivation d’autres fonctions tigonometriques. 



Vous savez que le taux de variation de la fonction f au point (a ; f(a)) 
_ ii m f(a + h) - f(a) 


h^O 


h 


tel que la limite existe et c’est aussi la premiere 


e® Vocabulaires 

? Fonction 

trigonometrique 
; Derivee 
; cotg x 
; sec x 
; cosec x 


derivee de f au meme point qui est note f '(x) et aussi la pente de la 
tangent a la courbe de f au point (a, f(a)) = f ' (a) 

De la figure ci - contre : discutez la derivabilite de la fonction f en : 
x = c ; x = a ; x = b 
x € ]a ; b[ , x e [a ; b] 

Remarquez que : 

La pente de la tangente est 
definie en tout point de la 
courbe sauf en 

x = b ; x = c, alors 



] 


CP Aides pedagogiques 


£ Calculatrice scientifique 
Z Logiciels graphiques 



10 ( 0 ) 

a (ae R) 

Zero 

x n (n e R) 

n x 11 " 1 

sin x (x rad ) 

COS X 

COS X (x rad ) 

- sin x 

tan x (x rad ) 

sec 2 x 


R 


1- La fonction f n’est pas continue en x = c, alors elle n’est pas 
derivable en c. 

2 - La fonction f est derivable en x = a, parce que f ' (a) existe 

3 - La fonction f n’est pas derivable en x = b, parce que la derivee a 
droite 

f '(b + ) ^ la derivee a gauche f '(b") 

4 - La fonction f est derivable sur l’intervalle] a ; b [si la derivee de la 
fonction en tout point de l’intervalle existe. 

5 - La fonction f qui est definie sur l’intervalle [a ; b] est derivable sur 
cet intervalle si et seulement si f ' (a ) et f ' (b") existent et la fonction 
est derivable sur 1’ intervalle ouvert ] a ; b [ 

Rappel : regie de la derivation 

1- — [a f(x)] = a f ' (x) , a € R 
dx 
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[f(x) ± g(x)] = f ' (x) + g' (x) 

[f(x) X g(x)] = f(x) • g' (x) + g(x) • f 1 (x) 

[iW] = g(x)-f(x).f(x)-g'(x) |g(x)#0 

g( X ) [ g(x) ] 2 

Si y = f (z) est derivable par rapport a z, z = g (x) est derivable par rapport a x , 

alors y = f [g (x)] est derivable par rapport a x 

et : A_ = A_ x A [Derivation en chaine] 

dx dz dx 

c-a-d : A f [g(x)] = f ' [g(x)] «g' (x) 



dx 


Sif est une fonction derivable par rapport a x, n est un nombre reel 


alors: — [f (x) ] n = n [f(x)] n 4 x f '(x) 
dx 


Si y = f(x), alors 


AOfl^ny-’f 


P5i Apprendre 

1 - La derivee de la fonction cotangente 

Si y = cotg xouxeR,x/n^,nGz 

alors: (cotg x ) = - cosec 2 x 

dx 


remarquez que : 


dy = _d_( 

dx dx tan x 


1 d j cos x -j 
dx sin x 


sin x x (- sin x) - cos x x cos x 
(sin x) 2 


(sinx) 2 


= - cosec^ x 



y = cotgx 


La derivee de la fonction secante 

Si y = sec x ou : 

xeR,x^ AlM,nGZ 

2 

alors: 

-A ( secx ) = sec x tan x (justifiez) 
dx 



y = sec x 


n 
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3- La derivee de la fonction cosecante : 

Si y = cosec x ou 


xeR,x/n^,neZ 

Alors : — (cosec x) = - cosec x cotg x 
dx 


justifiez 


# Exemple 


1 Determinez — dans ce qui suit : 
dx 

a y = 3 x 5 + 4 cotg x 
c y = x 3 cosec x 



b 


y = cosec x 

y = 3 sec x - 5 tan x 


d y = 


_ 1 - cotg x 


1 + cotg x 


r Solution 

a — = 3 x 5x 4 + 4 (- cosec 2 x) = 15 x 4 - 4 cosec 2 x 

dx 

b = 3 (sec x tan x) - 5 sec 2 x = sec x [3 tan x - 5 sec x] 

dx 

c = 3 x 2 cosec x + x 3 (- cosec x cotg x) = x 2 cosec x [3 - x cotg x] 

dx 

d dy _ (1 + cotg x) (csc 2 x) - (1 - cotx) (- csc 2 x) 

dx (1 + cotg x) 2 

_ esc 2 x [ 1 + cotg x + 1 - cotg x] _ 2 cosec 2 x 


(1 + cotg x) 2 


(1 + cotg x) 2 


Essayez de resoudre 


1 Determinez — , si y est egale a : 
dx 


dy . 

-A S1 

dx 

a 2 sin x - 3 cotg x 
c sec x tan x 


b cos x + 4 sec x 
d cosec x cotg x 


e 


sec x 


1 + sec x 


f 


1 - cosec x 
1 + cosec x 


# Exemple 

2 Determinez dans ce qui suit : 
dx 

a y = sec (5 x + 2) 
c y = esc 2 (1 + 3x 2 ) 


b y = cotg ( cos 3 x) 
d y = (3 - 2 cotg x) 3 


6 
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^ Solution 

a v y = sec ( 5 x + 2) posons z = 5x + 2 — = 5 

dx 

alors y = sec z ou — = sec z tan z 
dz 

v — = — x — [regie de chaine] 

dx dz dx 

= sec z tan z x 5 = 5 sec (5 x + 2) tan (5 x + 2) 
dx 


^ Autre methode 

-A- f[g(x)] = f ' [g(x)] X g' (x) 
dx 

A_ = sec(5 x + 2) tan (5 x + 2) — (5 x + 2) 
dx dx 

= 5 sec (5 x + 2) tan (5 x + 2) 

b y = cotg (cos 3x) 

-A_ = - csc 2 ( cos 3 x) -A_ (cos 3 x) 
dx dx 

9 2 
= - cosec z ( cos 3 x ) x [- sin 3 x x 3] = 3 sin 3 x esc ( cos 3 x) 

c y = esc 2 ( 1 + 3x 2 ) 

— =2 cosec (1 + 3x 2 ) x - cosec ( 1 + 3x 2 ) cotg ( 1 + 3 x 2 ) x 6 x 
dx 

= - 12x cotg (1 + 3x 2 ) esc 2 (1 + 3 x 2 ) 
d y = (3 - 2 cotg x) 3 

— = 3 (3 - 2 cotg x) 2 x - 2 (- esc 2 x) = 6 esc 2 x (3 - 2 cotg x) 2 
dx 


Q Essayez de resoudre 


2 Determinez — si y est egale a : 
dx 


a cotg (x 2 + 3) 

b sec V x - 2 

c sin (cosec 3 x 2 ) 

d 3 sec 2 x + 2 cosec 3 x 

e - cosec 3 (2 x + 71 ) 

f x 2 sec — 

X 


n 
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®L 


Exercises 1-1 




Si f ; g ; h sont trois fonctions derivables par rapport a x , completez ce qui 
suit: En utilisant les valeurs indiquees au tableau : 

h (x) = 3 f(x) - 2 g(x) alors IV (1) = 

© h (x) = f(x) [5 + g ( x ) | alors IV (2) = 

©h(x) = f(x) + [g« + 2] alors h'(l) = 

© h (x) = f|g (x) | alors h'(l) = 

5 h (x) = g [3 x - f ( x ) 1 alors IV (2) = 

6 h (x) = [x 3 + g (x)]' 2 alors IV ( 1 ) = 


X 

1 

2 

f(x) 

- 1 

4 

g(x) 

2 

1 

f'(x) 

1 

5 

g'(x) 

2 

-3 


Determinez dans ce qui suit : 

dx 


7 y = x 3 - 2 sec x 8 y = cosec (2 - 3x) 9 y = cotg (71 - — ) 

0 y = tan ( cotg x) © y = (1 + cotg x ) 2 1 2 y = cosec (71 - 2x) 

3 y = cos 2 x - 5 cotg 3x14 y = tan 3 x - cosec 2x15 y = sin 2 3x + sec 2 


x . 


7 y = cotg 3 f 


6 y = sec x tan 2 x 

9 y = 3sec 2 (2 x + 7l) ® y = 7 1 + cosec x 

2 y = ( cosec x + cotg x)" 1 23 

1 - sec x 


1 + sec x 


8 y = esc 2 ( 1 + x 2 ) 
1 y = X 2 cotg 3 X 


cotg 3 x 

y = 


2 x + 3 


Repondez aux questions suivantes : 

dy 


5 Si y = cotg 3- z , z = 3 7 x 


trouvez — en x = 1 
dx 

6 Si y = 7 5 - 2z , z = sec 2 x Demontrez que 73 ” — +12 = 0 en x = — 

dx 6 

27 Determinez la pente de la tangente a la courbe de la fonction f ou y = f (x) dans tout ce qui suit: 


a y = 2 cotg x + 7Y sec x enx = y 
b y = 3 tan x - esc 2 x en x = 


271 


8 


Livre de mathematique pure calcul differentiel et integral 


2016 - 2017 


Derivation implicite 

On a deja trouve la derive d’une fonction sous la forme y = f (x) et c’est 
une fonction explicite de la variable independante x ou on determine la 
valeur de y selon la valeur de x par exemple : 
y = 4x 3 - 5x + 2 et alors y' = 12 x 2 - 5 

mais, si la relation entre y et la variable x est une relation de x et y a la 
fois par exemple : 

x y + y - 4 = 0 (1) x 2 + y 2 - 9 = 0 (2) 

alors chacune des deux equations represente une relation implicite entre 
x et y et decrit les coordonnees du point (x ; y) de la courbe . 

Remarquez que : 

1 - On peut ecrire 1’ equation xy + y- 4 = 0 sous la forme : 

4 

y(x+l) = 4 y = oux^-1 

x + 1 

Dans ce cas, la relation est representee par une fonction explicite . 


< *S= Apprendre 

£ Derivation implicite 
£ Derivation 
parametrique 


w Vocabulaires 
de base 


Relation 


J Fonction explicite 
? Fonction implicite 
5 Parametre 


2 - L’ ensemble des points 

(x ; y ) qui verifient 1’ equation 
x 2 + y 2 = 9, represente un cercle 
dont le centre est l’origine et de 
rayon 3 unites. Du graphique, 
on remarque que la relation x 2 
+ y 2 = 9 n’est pas une fonction. 
On peut calculer y 2 = 9 - x 2 
y = ± V 9 - x 2 

Alors on peut definir la relation 
x 2 + y 2 = 9 par deux fonctions 
explicites la premiere y = 

V 9 - x 2 

dont 1’ ensemble de definition 
est [-3 , 3] ; l’ensemble image 
est [0 , 3] et derivable pour tout 
xe]-3 ,3[ 



Aides pedagogiques 



Calculatrice 

scientifique 
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La deuxieme y = - </ 9 - x 2 

dont l’ensemble de definition est [ -3, 3]; l’ensemble image est 
[-3; 0] et derivable pour tout xe ]-3 , 3[ 
dans la plus par des equations sous forme f(x ; y) =0, on ne 
peut pas determiner y en fonction de x directement car y 







7 ‘ 



















- 3 



o 



i 

3 

X 









/ 







Xs 





(X 

y) 













Tf(x) = 

: - V 

9 

-X 2 

) 






_J 

1 

II 


r 

L_! 

r y 

r 





fonction par fonction implicite. 

Pour deriver une fonction implicite, on derive les deux 

membres de l’equation en respectant la regie de la derivation en chaine pour obtenir — ou — . 

dx dy 

Exemple 

dy 


1 Determinez — si: 

w dx 


b 3xy + y 2 = x 2 -7 


a x 3 + y 2 -7x + 5y = 8 

Solution 

a On remarque que 1’ equation ne represente pas y directement 

en fonction de x. Pour trouver — , on derive les deux membres 

dx 

par rapport a x sachant que y est une fonction de x et derivable: 
dy 
dx 

dy ^ _ n o. . dy _ 7 - 3x 2 


3x 2 + 2y — - 7 + 5 — = 0 
dx 


Si y est une fonction 
en x et derivable 
alors: 


— (2y + 5) = 7 - 3 x 2 
dx 


= ny n_1 ^ 
dx 


dx 2y + 5 

b •/ 3 x y + y 2 = x 2 - 7 on derive les deux membres par rapport a x. 

A(3xy) + 2y ^ = 2x 
dx dx 


3x — + y x 3 + 2 y — = 2 x 
dx : : dx 


dy 

dx 


[3x + 2 y] = 2 x - 3 y 


dy _ 2 x - 3 y 
dx 3x + 2y 


U Essayez de resoudre 

1 Trouvez — si: 

dx 

a x 3 - 5 x y + y 3 = 4x 

<§> Exemple 

2 Determinez — si: 

w dx 

a sin 2 y = y cos 3 x 


b x 2 y + y 2 x = 25 


b tan2 x + cotg y = x y 


P 
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Solution 

a On derive les deux membres de 1’ equation par rapport 

A (sin 2 y ) = A ( y cos 3 x) 
dx dx 

cos 2 y x 2 — = y [ - sin 3 x x 3] + cos 3 x [— ] 
dx dx 


a x 


— [ 2 cos 2 y - cos 3 x] = - 3 y sin 3 x 
dx 


dy _ 3 y sin 3 x 

dx cos 3 x - 2 cos 2 y 


b On derive les deux membres de 1’ equation par rapport 
A (tan 2 x) + A (cotg y) = A ( x y) 

dx dx dx 

2 sec 2 2 x - esc 2 y A = x A + y 
dx dx 

A [ x + csc 2 y] = 2sec 2 2 x - y 
dx 

| Essayez de resoudre 


a x 


dy _ 2sec 2 2 x - y 
dx x + esc 2 y 


b 3 y = sin x cos 2 y 


2 Determinez A si: 
dx 

a x cos y + y cos x = 1 

Remarque : La forme finale de la derivee A a la derivation implicite contient x et y. Pour cela, 

dx 

on trouve des difficultes pour calculer la derivee pour une valeur de x car on a besoin aussi de la 
valeur correspondante de y qui est aussi difficile de la determiner de la relation initiale. 


Derivation Parametrique 

Si on represente l’abscisse et l’ordonnee du point (x ; y) comme une fonction en troisieme 
variable t (qui est appelee parametre) par les deux equations : 
x = f(t) et y = g(t) ou f et g ont le meme ensemble de definition. 

Alors les deux equations parametriques represented une equation d’une courbe 

jgj Apprendr. 

De la courbe definie sous la forme parametrique x = f(t) , y = g(t) 

On a A = A_ x A = A 4- A oil f et g sont deux fonctions derivables par rapport a t 
dx dt dx dt dt 

«£> Exemple 

3 Trouvez A des courbes suivantes aux points donnes : 

a x = 5t + 3,y=16t 2 + 9, t = 5 b x = 3 cos 26 , y = 4 sin 3 0 , 0 = A 
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O* Solution 

a x = 5 t + 3 


dx dt dx 


ii=5. 

y = 16 t 2 + 9 = 32 1 

dt 

dt 

_ 32 t 
5 


dx r, 
— = 3 x - 

sin 2 0 x 2 = - 6 sin 2 0 

dO 


— = 4 x cos 3 0x3 = 12 cos 3 0 

dd 


_ 12 cos 3 6 

_ - 2 cos 3 0 

- 6 sin 2 0 

sin 2 6 


en 0 = — alors = 
4 dx 


| Essayez de resoudre 


-2 cos M 


= - 2 x 


-1 _ 


sin 




/T 


= /T 


3 Trouvez des courbes suivantes aux point donnes 

® x = (t + 7)(t-2) , y = ( t 2 + 1) ( t - 2) , t=l. 



b x = sec 2 0 - 1 , y = tan0 , 0 = c x = V3 t - 2 , y = V 4 1 + 1 , t = 2 

Reflexion critique : Trouvez la valeur parametrique z a laquelle la courbe 

x = 2z 3 - 5z 2 - 4z+12 , y = 2z 2 + z - 4 admet une tangente horizontale et une autre 

verticale. 


& Exemple 

4 Determinez la derivee de (4 x 3 - 9x 2 + 5) par rapport a (3x 2 + 7) 

T Solution 

Posons y = 4x 3 - 9x 2 + 5 , z = 3x 2 + 7 alors y = f(x), z = g(x) 

Les deux fonctions f ; g sont derivables par rapport a x sachant que x est un parametre pour 
chacune des deux variables y et z 

de la derivation parametrique on trouve que : 
dy _ y' _ 12 x 2 - 18 x _ _ _ _ „ d 


dz 


6 x 


= 2 x - 3 


c-a-d. 


d(3x 2 + 7) 


[4x 3 - 9x 2 + 5] = 2 x - 3 


El Essayez de resoudre 

4 En utilisant la derivation parametrique, trouvez : 
a la derivee de x 2 + 1 par rapport a V x 2 - 1 

n_ 

3 

et integral 2016 - 2017 


b la derivee de 


+ x 2 par rapport a en x = 1 

x + 1 

par rapport a 1 - cos x en x = 


c la derivee de x - sin x 

[r2\ Livre de mathematique pure calcul differentiel 
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Exercises 1-2 



Premierement : Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees : 


1 Si x 2 + y 2 

= 1 , alors est egale a : 

dx 



a x 


©-A 

- 

i 

1^ 


y 

y 

X 

© Si x 2 + y 2 

= 2 x y, alors est egale a : 

dx 



a - 1 

b 0 

C 1 

d 2 

3 Si y 2 - 2 V 

'"IT = 0, alors -© est egale a : 

dx 



© 23 - 
VT 

b /IT 

©4 

y 

©4 

y 


4 Si x = 2t 2 + 3 , y = /p - , n = 1 , alors — est egale a : 

dx 

@| ® f ©2 d6 

5 La pente de la tangente a la courbe x y 2 = 3 au point ( 3 , 1 ) est egale a : 

© - 3 ®"6 ®3 d 2 

Deuxiemement : Determinez dans ce qui suit : 

dx 


6 x 2 - 4y 2 + 7 = 0 7 x 4 + 3y 4 - 2 = 0 8 x 2 -2xy = 5-y 2 

9 x 3 + 6xy = 4y + 3 10 -5- + 21 = 1 n xy + siny = 5 

y x 

1 2 x sin y + y cos x = 0 13 x cosec y = y cotg x 1 4 x 2 sin y - y 2 sin x = 9 

1 5 sin2 x cos 2 y = 

Troisiemement : Determinez des courbes suivantes aux points donnes : 

dx 

©x = 13-2t,y = 4t 2 -/T, t = 4 


© x = sin 2 71 0 , y = cos 2 710, 0 = 

18 x = 5 + sec 2 3 0, y = 1 - tan 3 0 , 0 = 2^- 


9 Determinez la pente de la tangente a la courbe V Jiy = 3 x + 1 au point 

J 4 


Determinez la derivee de x + ^ par rapport a V 2 x +1 en x = 4 


x- 1 


21 Determinez la valeur du parametre t a laquelle la courbe x = 2t 3 - 5t 2 + 4 1 - 9 , y = 2t 2 + n - 5 admet: 
a une tangente verticale b U ne tangente horizontale. 


f r 
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CP Apprendre 


Determiner les 
Derivees successives 
de la fonction 


CP Vocabulaires 


Ordre 

Derivee 


CP Aides pedagogiques 


£ Calculatrice scientifique 


Reflechissez et discutez 


Si y = f(x) ou y = x 4 + 5x 3 - 2x + 3 determinez la derivee de la fonction f. 
Pouvez - vous repeter la derivation par rapport ax? Pourquoi ? 

La derivation est -elle finie ? Justifiez votre reponse. 

S3: Apprendre 

Derivees successives 

O Si y = f(x) ou f est une fonction derivable par rapport a x, 

alors sa premiere derivee est y' = — = f ' (x) et represente 

dx 

une nouvelle fonction . 

O Si la premiere derivee est derivable par rapport a x, alors sa 

derivee est — (— ) et est appelee la derivee seconde de la 
dx dx d 2 

fonction f et represente une autre fonction note y" = — — = 


f"(x) 


dx 2 


O Si on repete la derivation, on obtient la troisieme derivee de 

d 3 y 

la fonction f et note — — , etc. 

dx 3 

Les derivees a partir de la deuxieme sont appelees les derivees 
successives et la nieme derivee note comme ce qui suit : 

y(n) _ _ pn) 0 jj n es t un nombre entier positif 

dx n 

On remarque que : 

(~|2y 

1 - — — se lit la seconde derivee de y par rapport a x 
•% d 2 y / dy \2 

2- II ya une difference entre et , La premier est la seconde 
derivee et la deuxieme est le carre de la premiere derivee. 

Exemple 

1 Determinez la seconde derivee dans ce qui suit: 

a y = 2x 4 + 3 x - 5 b y =. x+1 


x- 1 


R 


Livre de mathematique pure calcul differentiel et integral 


2016 - 2017 


Unite is Differentiation et ses Applications 


© y = sin (3 x - 2) 

C Solution 

© v y = 2x 4 + 3x - 5 , x e R 
,x^ 1 


b vy= X+1 


x-1 


© v y = sin ( 3x - 2) , x e R 


d y = V 3 x -2 , x ^ 

d2y - d [|(3 x-2)-2] 


d y = V 3 x - 2 


.\*L = 8x 3 + 3 
dx 


dx 

d 2 y 

dx 2 

dy 

dx 

dy 

dx 


d x 2 

dy x-1- (x + 1) -2 


(X - )- 


d2y = 24 x 2 

-,X# 1 
,x^ 1 


(x - l) 2 

4 


= -j- [- 2 (x - 1)' 2 ] = 

dx (x - l) 3 

= 3 cos ( 3 x -2) , = - 9 sin (3x - 2) 

dx 2 

2 


7 = > x> 3 

2 V 3x -2 J 


9 


dx 2 


d x ^ 


, x > - 

4 V (3x-2) 3 J 


Q Essayez de resoudre 

1 Determinez la troisieme derivee dans ce qui suit: 

©) y = x 4 - 2 x 2 + 5 b z = (2 n -l) 4 

C f(x) = cos (2 x + 71) d f(x) = x 

x - 1 

Reflexion critique: Si y = sin a x, decouvriez le modele de la derivation successive puis trouvez 

y ( 25 ) 


Exemple 

( 2 ) Si y 2 + 2 x y = 8 , 


demontrez que : (x + y) 


d 2 y 

dx 2 




= zero 


^ Solution 

©) ■/ y 2 + 2 x y = 8 , on derive les deux membres par rapport a x 

2 y -^ + 2x -^ + 2y = 0 on divise par 2 

dx dx 

Shorouk Press, 2016 - 2017 

(x + y) — i- + y = 0 on derive les deux membres par rapport a x 

dx 

.•.(x + y) d y+ dy (1 + *) + ^ =0 

dx 2 dx dx dx 

alors (x + y) + 2 — + (— ) 2 = 0 

dx 2 dx dx 

Q Essayez de resoudre 

2 a Si x 2 + y 2 = 9 , Demontrez que : y + (-^ ) 2 +1=0 

W dx 2 dx' 

b Si y = tan x , Demontrez que : = 2 y (1 + y 2 ) 

dx 2 
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1-3 Derivation successive 


Equations parametriques : 

# Exemple 



3 Si x = 2n 3 - 5 , y= 6n 2 + 1 trouvez iJ-L en t = 1 
* dx 2 

D’ Solution 

On derive chacun de x et y par rapport au parametre t 

. dx r r dy 

= 6 n z , 3 - 


dn 

. . dy = dy x dn 
dx dn dx 


dy 12n » _i 

—L = = 2 n 1 

dx 6n 2 


--2. = 12 n 
dn 


n^O 


^ = — [ 2n _1 ] = - 2n- 2 x ^ 


alors — 2. = — 
dx 2 dx 


dx 


= x _!_ = - _L_ , n^O 


en n = 1 


J_ = - J_ 

6n 2 3n 4 

• d 2 y _ J_ 
3 


dx 2 


Essayez de resoudre 


3 Si x = z 2 - 2z 


? 

y = tt 


Determinez en z = 2 

dx 2 dx 3 


Reflexion critique : La figure ci-contre indique les 
representations graphiques des f (x) ; f (x) ; f ' (x) ou f est une 
fonction polynome. Determinez la courbe representative de 

chaque fonction. 



W- Activite 

En utilisant la logiciel geogebra ou autre logiciel, tracez les courbes representatives des fonctions 
suivante et leurs premiere et deuxiemes derivees puis inscrivez vos notes. 

©f(x) = x 3 -4x 2 +12 © g (x) = | x 2 + 4 

Est - ce que vos notes et votre decision au reflexion critique sont convenables ? 

Livre de mathematique pure calcul differentiel et integral 2016 - 2017 
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W- 


Exercises 1-3 




1 Si y = ax 3 + b x 2 + c x + d et le tableau suivant indique les valeurs correspondantes de x , y , y'. 
y" Determinez les valeurs reelles de a ; b ; c ; d puis completez le tableau . 


a 

MH 

in 

! 

i 

8 


28 

2 


75 

34 


Determinez la troisieme derivee dans ce qul suit : 


©y = 


2 x 


X + 1 

5 y = cos (71 - 3 x) 


2 y = x 5 - 4x 3 + 3 
4 y = sin (2 x - 7) 

6 y = sin x cos x 7 y = 7 2x-5 

Repondez aux questions suivantes : 

8 Si 3x 2 + 5 = 2 X y , npmnntrf>5 


Demontrez que : x + 2 — = 3 

dx 2 dx 


) Si x 2 + y 2 = 4 
0 Si y = 3 cos (2 x + 1) 
!> Si x y = sin x cos x 
Si y = x sin x 
Si y = sec x 


i- + L 

dx 2 dx 

Demontrez que : y 3 -4 = 0 

dx 2 

d 2 v 

Demontrez que : — - + 4 y = 0 

dx 2 

Demontrez que : x + 2 + 4 x y = 0 

dx 2 dx 

Demontrez que : x + x ^ + 2 y = 0 

dx 3 dx 

Demontrez que : y + (-^-) 2 = y 2 (3y 2 - 2) 

dx 2 dx 


Si-^ = 2x-3, — = x 2 -l 
dx dx 


, Determinez : 

dz 2 

y = n 3 + 2 , Determinez : en n = 4 

dx 2 

, y = — — - , Determinez : — en z = 2 

z - 1 z + 1 dx 

.. d 2 v 


en x = 2 


Si x = 3n 2 - 1 , y = " 3 

z + 1 z - 1 

Si x = -,y = _— 

Z - 1 Z -i 

Si x = sec z , VT = 


ton 
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& Apprendre 


Determiner I'equation 
de la tangente a un 
point d'unecourbe 
Determiner I'equation 
de la normale a un 
point d'unecourbe 


Vocabulaires 


Pente de la tangente 
Pente de la normale 


Aides pedagogiques 


Calculatrice scientifique 
logiciel graphique 


Un point de la courbe 


Reflechissez et discutez 


La figure ci-contre represente deux 
routes A et B, l’une est droite et 1’ autre 
sous la forme d’une courbe, touchees 
en situation C. Si la situation C est 
representee par le point C (1 ; 4) dans un 
plan cartesien orthogonal. Si I’equation de la route B est : 
y = 2x * 1 2 * * * -3x + 5, pouvez - vous trouver I’equation de la route A ? 
La route A passe - elle par le point (7 ; 10) ? verifiez votre reponse. 

ra 



^ Apprendre 


courbe de la fonction f ou y = 
f(x), m est la pente de la tangente 
a la courbe en ce point, alors : 

1 - I’equation de la tangente a la 
courbe au point (xj , yj) est : 
y-y^mCx-Xj) 

2 - I’equation de la normale a la 
courbe au point (x l5 yj) 

est : y - yj = — ( x - xj) 
m 



& Exemple 


fonctions trigonometriques 

1 Determinez les equations de la tangente et de la normale a la courbe 

7T 

d’equation y = 2 x - cotg x au point de la courbe d’abscisse 2L 

^ Solution 



71 

Pour determiner un point de la courbe d’abscisse — on calcule 
l’ordonnee ou 


y = 2x - cotg x 


2 X7I . Jl Tl ! 

y = cotg — = — - 1 

J 4 & 4 2 


71 71 

D’ou le point appartient a la courbe (— ; — - 1) 

La pente de la tangente a un point quelconque 
_ dy _ 


dx 


= 2 - (-cosec 2 x) = 2 + cosec 2 x 
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Unite is Differentiation et ses Applications 


au point (-^ ; 1): 

La pente de la tangente = 2 + [ esc 2 = 4 , pente de la normale = - 

equation de la tangente : y - (J^- - 1) = 4 (x - -^-) alors : y = 4x - - 1 

7T 1 7T 1 Q 

equation de la normale : y - - 1) = (x - 4L) alors :y = - — x + ^TZ" - 1 

Q Essayez de resoudre 

1 Determinez les equations de la tangente et de la normale a la courbe y = 3 - sec x au point 

9 7T 

de la courbe d’abscisse 

3 

r*v) Exemple , . 

ifmr Calcul d aire 

2 Determinez les equations de la tangente et de la normale a la courbe x 2 + 3x y + y 2 + 1 = 0 
au point A (- 1 ; 1), Si elles coupent l’axe des abscisses aux points B et C respectivement, 
calculez l’aire du triangle ABC par unites carres 

Solution 

V x 2 + 3x y + y 2 + 1 = 0 

Le point A (- 1 ; 1) verifie l’equation de la courbe, alors 
il est situe a la courbe On derive les deux membres de 
l’equation de la courbe par rapport a x, pour determiner la 
pente de la tangente a la courbe en un point quelconque 

2 x + 3x — + 3y + 2 y ^ = 0 
dx dx 

Au point A (- 1 , 1) .-.^=1 

dx 

la pente de la tangente = 1 , la pente de la normale = - 1 

L’equation de la tangente : y - 1 = x + 1 d’ou y = x + 2 

L’equation de la normale : y - 1 = -(x + 1) d’ou y = - x 

en resolvant chacune des equations de la tangente et de la normale avec l’axe des abscisses 
y = 0 ; pour trouver les points d’ intersection B et C. 

le point B (-2 ; 0) et le point C (0 ; 0) et on trouve que BC = 0 - (-2) = 2 
L’aire du triangle ABC = ^x2xl = l unite carre 

Q Essayez de resoudre 

2 Determinez l’aire du triangle limitee par l’axe des abscisses, la tangente et la normale a la 
courbe 3x 2 + y 2 = 12 au point (-1,3) 



f ' 9 
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1-4 Equations de la tangente et de la normale a une courbe 



Exemple p^ r j vat j on parametrique 

3 Soient x = t 2 + 2 , y = t 3 + 1 les deux equations parametriques de la courbe 
Determinez les equations de la tangente et de la normale a la courbe en t = 1 


^ Solution 

Pente de la tangente en tout point = — ou : 

dx 

dy _ dy x dt _ dy _ dx _ 3t 2 _ 3^ 
dx dt dx dt dt 2t - 


en t = 1 la pente de la tangente = 


1 

2 


pente de la normale 


x = (l) 2 + 2 = 3 , y = (l) 3 +1=2 


2 

3 


alors le point (3 ; 2) est situe a la courbe et en ce point : 

l’equation de la tangente : (y - 2) = -| (x - 3) d'oii 3x - 2 y - 5 = 0 

l’equation de la normale : (y- 2) = - j (x - 3) d'ou 2 x + 3y - 12 = 0 

Q Essayez de resoudre 

3 Determinez les equations de la tangente et de la normale a la courbe x = cos 0 , 

y =/2~ + sin 0 en 0 = — 

J 4 

Reflexion critique : Si (1 ; 2) est l'un des points d’ intersection 
de deux courbes : y 2 - x 2 = 3, x y = 2. 

Est - ce que les deux tangentes aux 
courbes en ce point sont perpendiculaires? 
verifiez votre reponse. 

Remarque importante : On dit que les deux courbes Cj , 

C 2 se coupe perpendiculairement , si leurs tangentes au point 
d’ intersection sont perpendiculaires. 
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W- 


Exercises 1-4 




1 Si f ; g ; h sont des fonctions derivables par rapport a x. Determinez les equations de la 
tangente et de la normale a la courbe de la fonction h dans ce qui suit , en utilisant les valeurs 

donnees par le tableau suivant : 
a h(x) = f(x) x g(x) , x = 3 

b h(x) = f(x) 4- g(x) , x = 7 

© h(x) = f[g(x)] , x = 3 


X 

f(x) 

g(x) 

f' (X) 

g' (x) 

3 

1 

7 

- 1 

6 

7 

-2 

1 

2 

5 


2 Determinez les equations de la tangente et de la normale a la courbe de la fonction f oil 
y = f(x) aux valeurs donnees de x : 

a y = 3 - cotg 2 x , x = 1L. b y = 2 cos x - sec x , x = 

3 Determinez les equations de la tangente et de la normale aux courbes suivantes aux points 
donnes : 

a x 2 + y 2 = 52 au point (4,-6) 

b x 2 + 5 x y + y 2 = 7 au point (-1,-1) 

c y 2 ( 1 + x 2 ) = 8 au point (-1,2) 


d (sinx + cos x) y = cos 2 x 


71 

en x = — 
2 


4 Determinez les equations de la tangente et de la normale aux courbes suivantes aux valeurs 
donnees : 

a x = t 2 + 4 1 , y = 2t 2 en t = 1 

b x = secO , y = tan (9 en 0 = — 

6 

5 Si le point (4 ; - 2) appartient a la courbe x 2 + y 2 -2kx+12 = 0, determinez la valeur de k 
puis determinez l’equation de la tangente a la courbe en ce point. 


6 ) Aire du triangle : Determinez l’aire du triangle limitee par l’axe des abscisses, la tangente 
et la normale a la courbe x 2 + 4y 2 = 20au point (2 ; 2). 

@ Orthogonalite de deux courbes : Demontrez que les deux courbes (x-l) 2 + y 2 = 2; 

(x + l) 2 + y 2 = 2se coupent perpendiculairement, puis determinez les equations des leurs 

tangentes au point d’intersection. 
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e> Apprendre 

^ Notion de la 
derivation de 
fonctions liees au 
temps 

Z Methodes pour 
resoudre les equation 
de la derivation de 
fonctions liees au 
temps 

£ Symboliseret 
resoudre des 
problemes de 
mathematiques et de 
physique de la vie 


/m 

■ Reflechissez et discutez 

Quand une plaque metallique circulaire se mets sous l'effet d'une source de 
chaleur pendant une periode de temps (t) 

- La longueur de son rayon (r) est - elle 
en fonction du temps (t ) ? 

- L’aire de la plaque (A) est - elle 
fonction du temps (t ) ? 

- L’aire de la plaque (A) est - elle 
fonction de la longueur du rayon (r) ? verifiez 
votre reponse. 




Vocabulaires 


] 


Remarques : 

1 - Les deux variables (A) et (r) changent en fonction du temps (t) 


J taux 
i Taux lies 


(fonction au temps) et sont liees par la relation 
A = 7Tr 2 d’ou:A = f(r) 


«P Aides pedagogiques 


; Calculatrice scientifique 
i logiciel de graphisme 

J 


Determination les 
variable et les symbolise 



2 - 


3- 


En derivant les deux membres de la relation precedente par rapport 

au temps, on obtient une nouvelle relation entre les derivations lie 

au temps d’eux qui appelee l’equation de la derivation lie au temps 

. dA fl , , dr 
ou : — = f (r) x — 
dt dt 

Le taux est positif si la variable crois et negatif si la variable decrois 
en augmentant le temps. 


Orale : quel taux est - il positif ? 

( se dilater - se contracter - approcher - eloigner - verser - couler 
- se fondre- accumulation - diminuer - augmenter) 


Exemple gonf|er „„ ba||o „ 

1 ) Le taux d’ augmentation du volume d’un ballon est 8 n cm 3 / s, s’il 
remplie de gaz quand le rayon est 4 cm. Determinez en ce moment: 

a le taux d’ augmentation du rayon. 

b Le taux d’ augmentation de l’aire de la surface. 


"1 
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Unite is Differentiation et ses Applications 


^ Solution 

Soient le volume du ballon (V) , son rayon (r),et son aire (A ) des fonctions derivables par 
rapport a t. 

a V = j 71 r 3 on derive les deux membres par rapport au temps 

4 71 x 3r 2 = 47Tr 2 (1) 

dt 3 at dt 

= 8 71 cm 3 /sec , r = 4cm par la substitution dans 1’ equation 


8^ = 4 ;r(4) 2 — 
dt 


dr 1 

alors — = 7T cm/sec 
dt 8 


b A = 4 71 r 2 on derive les deux membres par rapport au temps 
dA 


dt 


= 4 71 x 2r 


dr = 8®* 


dt 


dt 


( 2 ) 


dr 
dt 

= 871 x 4 x i = 4 71 cm 2 /sec 


dr 1 

= -5- cm/sec , r = 4 cm par la substitution dans 1’ equation 

dt o 



dt 8 

Q Essayez de resoudre 

1 Le volume : Un cube se dilate par la chaleur, Si le taux d’ augmentation de son arete est 0,02 
cm /s et le taux d’ augmentation de son aire est 0,72 cm 2 /s pendant un moment quelconque. 
Determinez la longueur de son arete en ce moment et le taux d’ augmentation de son volume 
en ce moment . 

^ xem Pl e Mouvement de I'echelle 

2 Une echelle de 250 cm de longueur s’appuie contre un mur 
vertical. L’extremite superieure de I’echelle se glisse avec un 
taux de 10 cm/s quand Textremite inferieure est a 70 cm du mur. 

Determinez : 

a Le taux d ’ eloignement de 1 ’ extremite inferieure de 1 ’ echelle . 
b Le taux de variation de Tangle entre Techelle et le sol. 

^ Solution 

a Soient : y la distance entre Textremite superieure de Techelle 
et le sol, x est la distance entre Textremite inferieure de 
Techelle et le mur, 

Du theoreme de Pythagore x 2 + y 2 = (250) 2 (1) 

On derive les deux membres de T equation par rapport au temps 
_ dx 0 dy n . dx y dy 

dt 3 dt dt x dt 

Y L’extremite superieure se glisse vers le bas, alors y diminue 



70 cm 


- 10 cm /sec 
dt 

En x = 70 cm et d’equation (1) on trouve que : y = 240 cm 

dx 240 


par la substitution dans l’equation (2) on obtient : 


dt 


70 


- 10 = cm/sec 
240 


alors Textremite inferieure de Techelle eloigne du mur avec un taux de cm /sec 
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1-5 Derivation de fonctions liees au temps 



b Soit 6 la mesure de Tangle d’inclinaison de Techelle au sol 

on derive les deux membres par rapport au temps 

dy _ 


sin 0 - 

_ y 



250 


cos 

( 

< 

II 

dy 

dt 250 

dt 

JO X 

X 

H 

II 

T3 

10 

250 

dt 250 


mais 


dt 


= - 10 cm/sec en x = 70 cm 


^ \ rad/sec 

dt 7 

alors la mesure de Tangle diminue avec un taux de y rad /s 

El Essayez de resoudre 

2 Mouvement d'une echelle : Une echelle repose par son extremite inferieure a un sol 
horizontal et par son extremite superieure a un mur vertical. Si Textremite inferieure 
s’eloigne du mur avec un taux de 30 cm/s, determinez le taux de glissement de Textremite 

superieur quand la mesure de Tangle d’inclinaison de Techelle au sole est egale a 

Reflexion critique : Une fusee de masse 15 tonnes est lancee, sachant que la taux d’echappement 
du carburant brule est constant et est egale a 200 kg/s, trouvez la masse de la fusee 30 secondes 
apres le lancement 

dx 

Remarque importante : Si x„ est la valeur initiale de la variable x (en t = 0) , — est le 
taux de variation de x par rapport au temps, x est la valeur de la variable apres unJemps t, 


alors : x = x 0 + — x t 
dt 


Dans le point de la reflexion critique, utilisez la relation m = m„ + ^ x t pour verifier votre 
reponse. 

0 Exemple ^ 

3 Les longueurs des cotes de Tangle droit d’un triangle rectangle sont 12 cm et 16 cm. Si la 
longueur du premier cote augmente avec un taux de 2 cm /s et la longueur de T autre diminue 
avec un taux de 1 cm / s. 

a Determinez le taux de variation de Taire du triangle apres 2 secondes A 
b Quand le triangle devient - il isocele ? 

O* Solution 

a Soient x et y les longueurs des cotes du triangle 
apres (t) secondes, x ; y ; A sont des fonctions au 
temps: 

x = 12 + 2 1 , y = 16 - 1 


dy 

dt 



A = ^- xxy = i (12 + 2n) (16-t) 

A= (6 + 1) (16 - 1) 
on derive les deux membres par rapport au temps 

= (6 + 1) x - 1 + (16 - 1) = 10 - 2 1 cm 2 /s 

.'. Le taux de variation de Taire du triangle = 10 - 2 (2) = 6 cm 2 /s 


dA 


d t 

En t = 2 s 
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b en x = y on a 12 + 1 = 16 - 1 

alors apres j s , le triangle devient isocele 



Q Essayez de resoudre 

3 Volume: Un corps metallique a la forme d’un parallelepipede rectangle de base carre. La 
longueur de la base augmente avec un taux de 1 cm/min et la hauteur diminue avec un taux 
de 2 cm / mn. Determinez le taux d’ augmentation de son volume quand la longueur du cote 
de la base est 5 cm et la longueur de la hauteur est 20 cm, dans combien de minutes le taux 
d’ augmentation du volume du parallelepipede s’annule ? 




Exemple 


Longueur de I'ombre 

4 Un homme de 1,8 metre de taille s’approche d’un poteau electrique avec un taux de 1,2 m / 
min. Si la hauteur de la lampe est 5,4 m de la terre, determinez : 
a Le taux de variation de la taille de l’homme. 

b Le taux de variation de la distance entre la tete de l’homme et la lampe quand l’homme 
est a la distance de 4,8 m du poteau. 


^ Solution 

Symboliser le probleme : Dans la figure ci - contre AB 
est le poteau, le point A est la lampe, £>£ est 1’ homme et 
le point C est l’extremite de I’ombre de 1’ homme, alors : 
x = EB la distance de l’homme a la base du poteau . 
y = EC la longueur de I’ombre de 1’ homme. 

M = AD la distance entre la tete de 1’ homme et la lampe. 

Premierement :vAABCA~DEC 
AB _ BC _ 5,4 _ x + y 
DE EC 1,8 y 

alors 2 y = x on derive les deux membres par rapport au 
temps 

2 ^ ^ x alors ^ - = ~ — = - 0,6 metre/s 

d t d t d t 2 

Deuxiemement : dans ADO rectangle en (O) 

M 2 = x 2 + (3,6) 2 on derive les deux membres par rapport au temps t 

2 M — = 2 x ^ X at x = 4,8 A f = 6 m 
dt dt 

6 = 4,8 x - 1,2 c-a-d. = - 0,96 metre/sec 

dt Dt 

Q Essayez de resoudre 

4 Construction : Un tuyau de l’eau d'extremites A et B et de longueur 5 metres, repose par 
l’extremite A sur un sol horizontal et par un de ses points D sur un mur vertical de 3 metres de 
longueur. Si l’extremite A se glisse eloignement du mur avec un taux de — m/min. Determinez 
le taux d’abaissement de l’extremite B quand l’extremite A arrive au sommet du mur. 



=1 
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Exemple Ajre 

5 Deux cotes d’un triangle dont les longueurs augmentent avec un taux de 0,1 cm/s et la 
mesure de Tangle compris entre eux augmente avec un taux de j rad/s. par quel taux l’aire 
du triangle varie-t- elle au moment ou la longueur de chaque cote est 10 cm? 

T Solution 

Symboliser le probleme posons que dans un moment t 
les longueurs des cotes du triangle sont a et b , la mesure 
de Tangle compris entre eux est 0 rad , A est Taire du 
triangle et sont tous des fonctions derivables par rapport 
au temps t 

Ou A = -i- a b sin 0 on derive les deux membres par 
rapport a t 

dA l , d r . l . ^ d 



dA l ,d r . -i 1 . Q d r - 

— = tt a b — [sin cl + — sin 6 — [a b 1 

dt 2 dt 2 dt 


— = \ a b cos c — — + \ sin 0[a 2^2- + b — ] 

dt 2 dt 2 dt dt 

mai S ii = -® =0.1,iL=i 

dt dt dt 5 


( 1 ) 


Au moment au la longueur de chaque cote est 10 cm, le triangle est alors equilaterale 

par la substitution dans T equation (1) 


Alors m(^ 0}=*L, cos 0 = ^ 


dA 

~dT 


_ 1 , 
2 ' 

= 5 + 


10 x 10 x 




2 X 5 + 2 X ^- [2x10x I0 1 


5,866 cm 2 /s 


Alors en ce moment Taire du triangle augmente avec un taux de 5,866 cm 2 /sec 

13 Essayez de resoudre 

5 Aire : ABC est un triangle rectangle en C. Son aire est constante et est egale a 24 cm 2 . Si le 
taux de variation de b est 1 cm / s, trouvez le taux de variation de a et de m (/_ A) quand b 
est 8 cm. 

Reflexion critique : Si x (est la mesure de Tangle en radians) augmente avec un taux constant, 

Expliquez pourquoi de? 

a sinus et tangente cet angle augmente de meme taux en x = 0 

b tangente de cet angle augmente d’un taux de 8 fois du taux d’ augmentation de sinus enx = y 

c cosinus de cet angle diminue avec un taux de ^ fois du taux d’ augmentation de tangente en x = — 

o 6 

Exemple 

lien a la physique 

6 Dans un circuit electrique ferme si V est Potentiometres (en volte), I est l'intensite du courant 
(en Ampere), R est la resistance (en Ohm). Si le Potentiometres augmente avec un taux de 
1 volte/s, et la l'intensite du courant diminue avec un taux de j Ampere/s , trouve le taux de 
la resistance quand V = 12 voltes et I = 2 Amperes . 
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^ Solution 

On sait que V = I x R on derive les deux membres par rapport a t 
dv T dR „ dl 

dt dt dt 

v — = 1 volt / sec , — = - 4- Amperes /sec 
dt dt 2 v 

V 12 

En v = 12 volts ,1 = 2 Amperes alors: R = — = — = 6 ohm 

I ^ 

On aura 1 = 2 x ^5: + 6x-| = 2 ohm /sec 

dt 2 dt 

C’est-a-dire le taux de la resistance en ce moment est 2 ohm /s 


V + - 


I 

AA/Wb 

A 


El Essayez de resoudre 

6 Dans l’exemple precedent, calculez le taux de la resistance si l'intensite du courant augmente 
avec un taux de y Ampere/s. 

W- Activite 

Construction des routes : Sur le Ring Road et les ponts, 
on evite l’effet de la force centrifuge sur le mouvement 
des voitures. On construit une route inclinee par un angle 
0 sur l’horizontal vers l’interieur suivant la relation 
g r tan 0 = v 2 ou (g) est 1’ attraction de gravite, (v) est la vitesse de la voiture, (r) est la rayon du 
cercle de la courbe de la route. Determinez T equation qui lie le taux de variation de la vitesse de 
la voiture et le taux de variation de Tangle d’inclinaison de la route. Quelle conseille donnez- 
vous aux chauffeurs des voitures pour eviter l’effet de la force centrifuge 




Exercises 1-5 



Choisissiez la bonne reponse parmi les reponses donnees : 

1 Si le rayon d’un cercle augmente avec un taux de — cm/s, alors le perimetre du cercle 

augmente en ce moment avec un taux de ^ 

a cm/s b 1L cm/s c -i- cm/s d 8 cm/s 

71 48 

2 Un cube de glace se fond en conservant sa forme avec un taux de lcm 3 /s, alors au moment 

au son volume est 8 cm 3 , le taux de variation de son arete est cm / s 


12 


b J- 
12 


®-£ 

dx 


d i 


3 Un corps se deplace sur la courbe de y 2 = x 3 , si — = \ unite / s en y = - 1 alors — en ce 

dt 2 dx 

moment est egale a unite / s 


a -1 
^ 4 


b .3 
^ 8 


c 1 
^ 4 


d I 



Si la pente de la tangente de la courbe y = f(x) en un point quelconque = y et 
ce point diminue avec un taux de 3 unites / s, alors le taux de variation de son 
egal a unites / s 


3 '6 b -§ c \ d | 


l’abscisse de 
ordonnee est 
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Repondez aux questions suivantes : 

5 Un point se deplace sur la courbe d’equation x 2 + y 2 - 4x + 8y - 6 = 0. Si le taux de variation 
de son abscisse par rapport au temps au point (3 ; 1) est egal a 4 unites/s, trouvez le taux de 
variation de son ordonnee par rapport au temps. 

6 Une pierre tombe dans un lac calme qui fait des vagues circulaires. Si son rayon augmente 
avec un taux de 4 cm/s, determinez le taux de variation de l’aire du vague a la fin de 5 
secondes. 


7 Une plaque a la forme d’un hexagone contracte a cause du frios. Si le taux de variation 
de son arete est 0,1 cm/s , determinez le taux de variation de l’aire de la plaque, quand la 
longueur de son arete est 10 cm. 

8 Une masse de gazes dont la temperature est constante. Le volume des gazes diminue avec 
un taux de 2 cm 3 /s. Si la pression est inversement proportionnelle au volume et la pression 
est 1000 gp/cm 2 quand le volume est 250 cm 3 . Determinez le taux de variation du volume 
par rapport au temps quand le volume est 100 cm 3 . 

9 Le gaz s’echappe d'un ballon spherique avec un taux de 20 cm 3 /s. 

Determinez le taux de variation du rayon du ballon au moment au le 
rayon est 10 cm, puis trouvez le taux de variation de l’aire exterieur du 
ballon au meme moment. 

1 0 Une echelle de 5 m de longueur s’appuie contre un mur vertical, et se repose 
par Textremite inferieur sur un sol horizontal. L’extremite inferieure de T echelle s’eloigne du 
mur avec un taux de 4 cm/mn, quand Textremite superieure est a 4 m du sol. Determinez le taux 
de glissement de Textremite superieur de T echelle, puis determinez le taux de variation de 
T angle entre 1’ echelle et le sol en se moment. 

11 Un ballon monte d’un point A de la terre et un dispositif de localisation se 
trouve au point B qui est a 200 m de A et de meme niveau horizontal de 




A. Dans un moment l’appareil inscrit Tangle d’elevation du ballon qui 

7T 

etait 4L , et il augmente avec un taux de 0,12 rad/mn. Determinez le taux 
d’elevation du ballon en ce moment. 



12 Un homme de 180 cm du taille s’eloigne de la base d’une lampe 
de 3 m de hauteur, avec un taux de 1,2 cm/s. determinez le taux 
de variation de la longueur de l'ombre de l’homme. Si la droite 
passant par la tete de T homme et la lampe est incline a la terre 
par un angle de mesure 0 rad quand T homme est a la distance de 
x m de la base de la lampe. Demontrez que x = j cotg 0 , puis 
determinez le taux de variation de 0 quand T homme est a distance 
de 3,6m de la base de la lampe . 

13 Un triangle isocele dont la base est 20v r 3~ cm . Si chacun de deux cotes diminue avec un 
taux de 3 cm /h, Determinez le taux diminution de son aire au moment a la longueur de 
chacun de deux cotes est egale a la longueur de sa base . 
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Resume de I’unite 



jf 


(•rTf ' 


f* f 


rr< 


La derivation des fonctions trigonometriques 


Fonction 

Derivee 

Fonction sinus sin x 

COS X 

Fonction cosinus cos x 

- sin x 

Fonction tangente tan x 

sec 2 x 

Fonction cotangente cotg x 

- cosec 2 x 

Fonction secante sec x 

sec x tan x 

Fonction cosecante cosec x 

- cosec x cotg x 


Derivation implicite 

Dans la derivation de la relation implicite f(x ; y) = 0, on derive les deux membres de la 

relation par rapport a Tun des deux variables suivant les regies de la derivation en chene 

pour obtenir — ou — respectivement . 
dx dy 

Derivation parametrique 

Si la courbe donnee est sous la forme parametrique x = f(t) , y = g (t), alors — = — / — = — 
dx 

3 - — ou f et g sont derivables par rapport a t 
dt 

Derivations successives 


dx dt dx dt 


Si y= f(x) ou f est une fonction derivable par rapport a x, les derivees a partir de la deuxieme 

d 2 v 

derivee (s'ille existe) sont appelees les derivees successives . On les note — - ou y" La 

3 n dx 2 

troisieme derivee par ou y" ed la n ieme derivee par — ^ ou y (n) ou n est un entier positif. 
dx 3 dx 11 

Equation de la tangente et de la nombre a une courbe 

courbe de la fonction f ou y = f(x), m est la pente de la tangente a la courbe en ce point, alors : 

1 - L equation de la tangente a la courbe au point (xj , yj) est : y - y t = m ( x - Xj) 

2- L equation de la normale a la courbe au point (x l5 yj) est : y - y l = — ( x - Xj) 

m 

Derivation des fonction liees au temps 

Si y = f(x) , x varie selon la variation du temps t , alors y varie aussi selon la varition du temps t. 

c,est -a-dire y est une fonction de la fonction en t et — = — x . Cette relation relic le taux 

dt dx dt 

de variation de x par le taux de variation de y par rapport au temps . 

Le taux est positif si la variable augmente par l'augmentation du temps. 

Le taux est negatif si la variable diminue par la diminution du temps . 
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generaux 


Choisissiez la bonne reponse parmi les reponses donnees : 

d 16 


1 Si y = 4 sec 2 x, alors y'(-^-) est egale a : 


£ -8 ® zero © 4/T 

2 Si y = sin 2 x cos 2 x, alors y" (— ) est egale a : 


a -4 


b 


zero 


C 4/3" 


3 Un point se deplace sur la courbe x y 2 = 12, au point (3 , 2), alors - x est egale a: 

dy 


© -4 © - 1 © - j d 3 

4 Si y = 2t 3 + 7 et z = t 2 - 4 , alors le taux de variation de y par rapport a z est egal a : 

®2t ®3t ©6 d 12 

5 Le rayon d’un cercle augmente a un taux de 2 cm/min et son aire augmente a un taux de 

20 71 cm 2 /min. Alors la longueur de son rayon en ce moment est egale a cm 

© | b 5 © 10 © 20 

Repondez aux questions suivantes : 

6 Determinez ^ y si y est egale a : 

d x 

a x + cotg 2 x b / x + sec 5 x o 2 x - 5 cos (TTx) 2 

d 2 cos 2 (TTx +1) e tan x cotg x f sec 2 x tan 2 x 

7 Dans la figure ci-contre : Un point A se deplace dans le plan, AB est une tangente du cercle 
M en B , AM = X + r oil r est le rayon du cercle : 

a Demontrez que x = r ( cosec 0-1) 

b Determinez le taux de variation de x par rapport a 0 quand 0 = — 

6 

8 Determinez ^ y sous la forme la plus simple dans ce qui suit : 

a x 2 - 3 y 2 + 9 = 0 
c x 2 - 2 x y + 2 y 2 = 14 



b 5 x 2 + 12 y 3 - 7 = 0 
d (x-3) 2 + (y + 2) 2 = 25 


e x y + sin x = 5 


f si 


sin x cos y = — 


9 a Determinez le taux de variation de (x + 3) (x - 2) par rapport a — — — 

X “I - 2 

b Si f(x) = _ 2 - ; g(x) = 3x 


x + 1 


Determinez 


dx 


[ (f “ g ) (x) ] en x = - 2 
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10 a Si y - V 2 x + 5 
b Si : x y = sin a x 


, demontrez que (2 x + 5) + 3 ZZ = 0 

dx J dx 2 

, demontrez que x ZZ + 2 — + a 2 x y = 0 
M dx 2 dx 


c Si y = a cos x 2 + b sin x 2 , demontrez que : x ZZ - — + 4x 3 y = 0 

J 4 dx 2 dx J 

11 Determinez l’equation de la tangente et de la normale des courbes suivantes aux points 
donnes: 


a x 2 - x y V 3 + 2y 2 = 12 


(V~T ;3) 


b x sin 2 y = y cos 2 x 

12 L’equation de la tangente et de la normale des courbes suivantes aux points donnes : 

a x = n 2 + 2n + 3,y = 2n 3 - 6n+l sin = 0 

b x = sec 2 0 - 1 , y = tan0 si 0 = 

13 Determinez l’aire du triangle limitee par l’axe des ordonnees, la tangente et la normale de 
la courbe 4x 2 + y 2 = 20 au point (1 ; - 4). 

14 Demontrez que les courbes y 4 + 9y = 6x et x 2 - 2 y = 3 x se coupent perpendiculairement 
au point d origine. 

1 5 Demontrez que la droite (— ) n + (— ) n = 2 est une tangente a la courbe — + — = 2 au point 

a b a b 

(a ; b) quelque soit la valeur de t. 

16 Un point se deplace en ligne droite. La relation entre la distance et le temps est 

D = 3t 3 + 3t 2 - 4 ou D en centimetres, t en secondes. Determinez le taux de variation de la 
distance par rapport au temps a la fin de 3 secondes. 

17 Le gaz s’echappe d'un ballon spherique avec un taux de x cm 3 /s. Demontrez que le taux de 

diminution de son aire au moment au rayon est r cm, est egale a — cm 2 /s. 

r 

18 Un point se deplace sur la courbe d’equation x 2 = 4 x , si le taux de variation de son abscisse 
par rapport au temps au point (4 ; - 4) est egale a 2 unites/s, trouvez le taux de variation de 
son ordonnee par rapport au temps. 

19 Un rectangle de 24 cm de longueur, 10 cm de largeur. Sa longueur diminue avec un taux de 2 
cm/s, sa largeur augmente avec un taux de 1,5 cm /s. Determinez le taux de variation de son 
aire apres 4 secondes. Puis determinez le temps pour lequel l’augmentation de l’aire s’arete. 
Quelle est l’aire du rectangle en ce moment ? 

20 Une echelle de longueur constante. Son extremite superieure glisse sur un mur vertical avec 
un taux de k unites /s . Determinez le taux d’eloignement de son extremite inferieure du mur 
quand l’echelle est inclinee a la verticale d’un angle 6 ou cosec 6 = ^ . 

21 Une pyramide metallique reguliere de base carree dont la hauteur est egale a la longueur de 
sa base, se dilate avec un taux d’ augmentation du volume de 1 cm 3 /s. Si l’augmentation de sa 


hauteur et de la longueur de sa base est 0,01 cm/s, determinez la longueur du cote de la base. 
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22 Une echelle de 2,6 m de longueur repose par Textremite superieure sur un mur vertical et par 
Textremite inferieure sur un sol horizontal. Si Textremite inferieure s’eloigne du mur avec 
un taux de 4 m/mn quand elle est a 1 m du mur. Determinez le taux du mouvement de son 
extremite superieure et le taux de variation de Tangle d’inclinaison de Techelle sur le sol en 
ce moment. 


23 Un parallelepipede rectangle dont les dimensions sont 3 ; 4 ; 12 cm. Si le taux d’ augmentation 
de sa premiere dimension est 2 cm/s , le taux de augmentation de la deuxieme est 1 cm/s, et 
le taux de diminution de la troisieme est 3 cm/s ; determinez le volume du parallelepipede 
en un moment quelconque t, puis determinez le taux de variation de son volume 2 secondes 
apres . 

24 Un reservoir de petrole a la forme d’un cylindre circulaire droit dont la longueur du diametre 
de sa base est 24 cm. On veut vider le reservoir avec un taux de 2 m3/s, alors quel est le taux 
de variation de T hauteur du petrole dans le reservoir ? 


25 Un helicoptere se leve verticalement avec un taux constant de 42 m/mn. Un observateur 
qui est eloigne 150 m de son point de depart. Determinez le taux de variation de son angle 
d’elevation quand il est a 150m d’altitude de la surface de la terre. 


26 Dans un concours de 100 metres, un coureur court dans un trajet droit vers la ligne finale. La 
camera de la ligne finale etait a 5 metres perpendiculairement au trajet dans le meme plan 
horizontal que les coureurs. Determinez le taux de variation de Tangle de la camera pour 
observer un coureur a 5 metres de la fin sachant que son taux d'approchement de la fin est 
10 m/s. 


7 Un point A (x ; y) se deplace sur une courbe d’equation ^ = 2 unites / s. Determinez le 
taux de variation de l’aire du triangle AOB ou O est Torigine, le point B (0 ;6) au moment a 

Tabscisse du point A est 3. 


Pour plus d’activites et des exercices : visite le site electronique www.sec3mathematics.com.eg 
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Epreuve cumulative 


Choisissiez la bonne reponse parmi les reponses donnees : 

c 4 


1 Si f(x) = cotg x, alors f " (^-) est egale a : 


a .4 
^ 9 


b f 


2 Un point se deplace sur la courbe y 2 = 25 - x 2 ou 


d £ 

' 2 

1 dv 

, alors au point (- 3 ; 4), — est egale a: 

2x + 3 dt 


d 9 


3 Si l’equation de la normale a la courbe y = f (x) au point (l;l)estx + 4y = 5 alors f '(1) 
est egale a : 

© - 3 b .1 ©4 ® - 4 

4 La tangente a la courbe y = 3 x 2 - 5 au point (1 ; - 3) passe par le point : 

© (5,-2) b (3,1) ©(2,-4) @(0,-8) 

Repondez aux questions suivantes : 


Si x = t - 1 2 , y = t - t 3 , trouve 


d 2 y 

dx 2 


6 Les deux equations parametriques de la courbe sont x = t 2 -6t,y = 8 V t - 2 , Determinez 
1’ equation de la tangente a la courbe en t = 6 

7 ABC est un triangle d’aire A, le point C se deplace sur la droite y = 2 x. Si A (L , 0) , 

d A k 

B (0, k) ou L et K sont deux constantes positives. Demontrez que = L + — 

d x 2 

8 Determinez le taux de variation de V 9 + x 2 par rapport a — - — en x = - 4 


x- 1 


® ©Si y = 4 + cotg x - sec 2 x, Determinez l’equation de la normale en x = -^ 

b Un octogone regulier de 10 cm de longueur de cote. Son cote augmente avec un taux de 
0,2 cm/s. Determinez le taux d’ augmentation de son aire. 

10 Une echelle de 4m de longueur repose par l’extremite superieure sur un mur vertical et 
par l’autre extremite sur un sol horizontal. Si l’extremite inferieure s’eloigne du mur avec 
un taux de 20 cm/s. Determinez le taux d’abaissement de son extremite superieure quand 
1’ echelle est inclinee au sol a un angle de mesure . 

Si vous ne pouvez pas repondre a une question, vous pouvez vous guider du tableau suivant : 


Question No 
Voir 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

( 

A 

) 

B 

10 

3 

2 

4 

4 

2 

2 

2 

2 

4 

5 

5 
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Dans cette unite on doit savoir le nombre nepenen e, (1550 - 1617) attnbue au savant ecossais John Napier( 1550 - 
1617) Ce qui introduit la notion de logarithmes en mathematiques. Ce nombre est appele aussi le nombre de Euler, 
honneur du savant qui a bien etudier ce nombre et les fonctions liees a ce nombres et aussi la decouvrir de la relation 


+ 1=0 parmi les plus cinq constantes de Mathematiques qui he les fonctions tngonometnques, exponentielles 


et les nombres complexes. 

Le nombre e est un nombre reel non rationnel et est egal a peu pres 2.718281828459. II a une importance en 
mathematiques ou il est la base de la fonction exponentielle de base neperienne e x [exp(x)] ,et de la fonction 
logaritmique neperienne In x. On va etudier dans cette unite tous ses fonction et leurs derivees et leurs derivees 
reciproque (primitive) avec des logicil de graphique pour resoudre des probleme de mathematiques et de la vie dans 
plusieurs damaines. 


Resultats d apprentisage 


A 1 


’issue de cette unite, Feleve doit etre capable de :: 


w- Savoir la notion du nombre nepenen e de la limite 

+ i 

lim n (1 +x) x =e , lim (1 + ^r) x = e 

X^U x — > oo * 


Savoir des propnetes du loganthme nepenen comme: 

♦ log* - y o e y = x 

e 

♦ e l°g x = x , x > 0 

. w* i _ lo g e x 


Determiner des limites dont les resultats est e ou 
l'un de ses multiples 
lim (1 + l)2x = lim [H + J-)X]2 = e 2 


♦ logx = 1 ^ log x = 

e a log e a 


Determiner les derivees des fonctions exponentielles 
y = e x , y = a x , et les derivees des fonctions 
logarithmiques y = log x , y = log x 

e a 

^ Determiner les primitives des fonctions y = e x et log x 


X — > oo X X — > oo X 

Savoir la notion du logarithme log x neperien In de 

nX 1 e 

la limite hm — — = i 0 g x 


W ' 

iV w 


Derivation et Integral des fonctions 


exponentielles et logarithmiques 








wm n 







Vocabulaires de base 


Fonction exponential 
Equation exponnentielle 
Logarithme 
Forme 

Logarithme decimal 
Logarithme neperien 


Constante neperien 
Derivation logarithmique 
Derivee inverse 
Primitive 

Constante arpetraire 
Integrate infinie 


Exposant 

Puissance 

Base 

Puissance fractionaire 
Puissance croissante 
Puissance decroissante 


Lectori (2 - 1): fonction exponentielle et fonction loganthique. 

Le 9 on (2 - 2): derivation des fonctions exponentielles et logarithmiques. 
Le 9 on (2 - 3): integrate des fonctions exponentielles et logarithmiques. 


pedagogiques 


Calculatrice graphique 
logiciels de graphisme 


geometriques 


Applications 


phsiques 






de 


vie 


( \ 

Fonction 

logarithmique 

V ) 


( \ 

Fonction 

exponentielle 

V / 


integrate de la fonction 


fonctions logarithmiques 


f ■> 

derivation de la fonction 

v w y 


Fonctions exponentielles 


Le nombre e 








e* Apprendre 

^ Notion du nombre neperiene 
comme une limite 
z Determiner une limite dont la 

reponse (est e ou) un de ces multiple 
z Definition de la fonction 
exponentielle 

z Notion de logarithme neperien 



Vocabulaires 
de base 


^ Fonction exponentielle 

z Fonction trigonometrique 


"\ 




Decouvert 


Vous avez deja etudie la la fonction exponentielle 
: f (x) = a x ou x € E , a e R + - {1} 

Vous savez que sa courbe passe par les points 
(0, l),(l,a),(-l i) 

d 

3 Toutes les courbes des fonctions exponentielles 
passent-elles par le point (0 ; 1) ? verifiez votre 
reponse. 

3 Si la courbe d’une fonction exponentiel passe 

par le point (1 ; 3), alors quelle est la valeur de la base a. 




Le nombre e est defini par la relation = Hm 

X — > oo 



3 Representez graphiquement la courbe de la fonction f ou f(x) = e x 
c’est-a-dire f(x) = exp(x) en utilisant le logiciel GeoGebra ou un autre 
logiciel. Pouvez vous decouvrir une valeur approchee du nombre e ? 


O Aides pedagogiques 


6 Calculatrice scientifique 
6 Ordinateur avec des logiciels de 
grephisme 
^ Internet 

z Recherche de l' internet du nombre 

(e) 


J 


Explorez (Decouvrez) Hm^ ^1 + en 
utilisant une calculatrice pour completer le 
tableau ci-contre. 

3 la calculatrice, comme le tableau ci - contre 
La valeur de la limite s’approche de la 


valeur approchee qui est deja determinee 
de e ? que deduisez -vous ? 



verifiez votre reponse 




Remarquez 

1 ) Vous pouvez determiner une valeur approchee par la calculatrice en 
touchant les cles: 

Start > shift i„ i (T) 

On trouve e ~ 2.718281828 a 9 chiffres decimals approchee 
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2) v e = lim (l + 


( 1 ) 


X^OO 

soit m = — ou x^O alors m -» 0 

x 

.-.lim ( 1 + —V = lim (1+m) 

x->oo x m->0 


C’est - a - dire 


en x -> oo 


i 



< 5 > Exemple 

1 Determinez: 

(a) lim (l + i) 3x 


limite tends vers le nombre e 


X — > oo 


b lim (l + i-) : 


,x + 3 


X — > 00 


Solution 

©lim (l+l)3x = lim [(l + —) x ] 3 = [I™ (l + ±-J] 3 = e 3 


X — > 00 


X ^ oo 


X — ^ 00 


b lim + -Lj x+3 = lim (] + -L) x ( l + J-) 3 


X — > 00 


X — ^ 00 


X — ^ 00 

Q Essayez de resoudre 

1 Determinez : 

© lim (l + — ) 5X 

X^oo V x7 

& Exemple 

2 Determinez: 

® Hm (l + i) x 


= lim (l + X lim (| + l) 3 = e x (1 + 0) 


X — > 00 


b lim (i + -Lj 


X — > 00 


] ^2x + 5 
x> 


x + 2 \X + 4 


b lim (^1) 
x->ao V x- 1 ’ 


X — > GO 

Solution 

a posons y = -7- ou x^O alors y -> 0 quand x -> 00 

5 J_ 

.-.lim (l + |-) x = lim (1 + y) y = lim + y )y) = e 

x — > 00 v y^O y^O v 


®>im (^f) X+4 = >™ (^) S + 4 

X — ^ OO x-l X — ^ OO x-i 


- lim 


x — > 00 




3 \ x+4 


= lim (l + -©) 

X^00 V x ' 17 


3 \ x - 1 r 
J ' x lim 


X — > 00 


(‘ ♦ = 


3 \5 3 

' — e J x 
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Q Essayez de resoudre 

2 Determinez : 


x->oo 


©lim U- ) 

x — >00 V 1 +x 7 



b lim 


X — > 00 

) x 

d lim 


:> - if 

^2x + 5\x + 2 


x->oo 


Remarquez : On peut ecrire le nombre e en utilisant (la serie de Tylor) sous la forme: 


e=l+4r + 4r + -rr + 


00 


1! 


2 ! 


3! 


00 = E -V 

n = 0 n! 


ES ApprenTe 


La fonction exponentielle de base le nombre neperien 

Elle est une fonction dont la base est e , 

f(x) = e x , x el 

Remarquez 

1 ) L’ ensemble de definition f ou f(x) = e x est R et son ensemble 
images est ] 0, oo [ 

2 ) La courbe de la fonction passe par les points (0 , 1) et (1 , e) 

3 ) f(x) = e x est une fonction injective admet une reciproque qui 
est appelee fonction logarithme neperien. 

4 ) On utilise le symbole exp (x) pour tracer la fonction f dans un 
logiciel. 



lim e x = oo 9 
X. — ^ 00 


lim e x = 0 

X * -00 


Fonction logarithme neperien 

Elle est une fonction logarithmique de base e , f(x) = In x , xel + 


Remarquez: 

1 ) L’ ensemble de definition f ou f(x) = In x est R + et son 
ensemble images est R 

2 ) La courbe de la fonction passe par les points (1 ; 0) et (e ; 1) 

3 ) Elle est une fonction reciproque de la fonction y = e x 

4 ) On utilise le symbole In (x) pour tracer la fonction dans 
un logiciel. 

5 ) Pour determiner une valeur approchee de In 10 , on doit 
taper les cles: 

Start ^ in 1 0 C=~) 

On trouve que In 10 = 2.302585093 a 9 decimale pres. 



X — > 00 

lim In x= -oo 

x->0 
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Proprietes de logarithme neperien 

Le logarithme neperien a les memes proprietes du logarithme 
deja etudiees. 

Si x e R + , y el , a e E + - {1} alors : 

1 ) la forme In x = y est equivalant a la forme e y = x 

2) e ln x = x 3) In e = 1 

4) In 1 = 0 


i I 

; 

! ■ 

x = e y 


Nombre 


Puissance ou 
logrithme 


t 

y = ln x 


5) logx= Mx 

a In a 


Base - m — - 

(propriete du changement de la base) 


Pour tout x , y el + ,nel 
6 ) lnx y = In x + In y 

8 ) In x n = n lnx 


7) In A = In x - In y 

y 

9) In x x In e = 1 


Remarquez qu’on peut utiliser le logarithme neperien pour calculer des operations de meme 
fa 9 on que le logarithme decimal, mais on aura d’effort car par exemple In 10 ~ 2,3026. Pour ce 
la on prefere l’utiliser aux limites ; derivation et la resolution des equations exponentielles et 
logarithmiques de base e. 


Limites et logarithme neperien 


Exemple 



Demontre que lim 

x->0 


a x - 1 

x 


= In a 


ou a > 0 


O Solution 

Soit : y = a x - 1 , 
Alors a x = 1 + y 
In a x =ln (1 + y) 


en x -> 0 alors y -> 0 (1) 

prenant le logarithme de deux membres 
en utilisant la propriete de logarithme 


xlna = ln(l + y) alors: x = (j + y) 

In a 

De (1) et (2) on deduit que : 


( 2 ) 


lim J^L 

x^O x 


= lim 


y^O ln(l+y) 
In a 


x In a = lim 


In a 


= lim 


In a 


y-° llnd+y) y-°ln(l + y)l 


In a 


In 


lim In (1 + y) y ln lim A (l+y)y ln 6 
y^O 


= ln a 


y^O 
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2-1 fonction exponentielle etfonction logarithmique 


Remarque importante : on utilise l’exemple precedent comme une regie pour resoudre des 
exercices et aussi de meme pour les limites suivantes : 

log (1 + x) In (1 + x) 

(1 ) lim ^ _a = log e ( 2 ) lim = 1 


x^O 


X 


x^O 


X 


Q Essayez de resoudre 

3 Demontrez que : li m n [in (n + 1) - In n] = 1 


n — > oo 


m 


Exercices 2-1 




Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees : 


lim 


J_\2x 


x^00 v X/ 




@ 1 J 

b 2 

c e 

d e 2 

2 lim (l+x) 3x 
x->0 

est egale a : 



® i 

^ 3 

b e 3 

c e? 

d *- 

^ 3 

© lim 2* - 1 

x->0 3x 

est egale a : 



a 3 In 2 

b ^ In 2 

c In 

d 2 In 3 

©i, m >"* 

x->l x-1 

est egale a : 



a 0 

b 1 

c e 

d e 1 


Determinez : 

©I™ (l+i) x + 1 


X. — ^ 00 


©lim (.HZ.)* + 4 
x^oo ' x + 3 ' 


6 lim (l + — L-) x 

w Y V x + V 

In (1 + 2x) 


X — ^ 00 


© lim n 

x^O 


7 lim (l + 


1 \m x 


m->oo 


x^O 


m/ 
In (1 + x 2 ) 


Determinez les limites suivantes : 

© lim (l + ^) x + 3 

X — > oo ' X / 


1 4 lim (1 + 3 tan 2 x ) cot x 

x^O 


5^ lim e X ~ 1 

x 

2x - 1 


lim 

X — ^ 00 


/ zx - 1 \ x 
3 2x + 1 ' 


13 lim 


a 2x - 1 


x->0 x 

In (1 + 3x 2 ) 


1ft' lim 

x->0 


2x 2 


4 . 
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aii 


Decouvrez: 


En utilisant la calculatrice, completez le tabeau suivant puis decouvrez 

r e x - 1 
lim 

x^O x 


X 

.001 

.0001 

.00001 

0 

- 0.00001 

- 0.0001 

0 

q 

1 

1-1 







.999500 

HjK 


Revoyez l’exemple (4) de la le§on precedante et verifiez votre decouvert. 


< *S= Apprendre 

^ Derivation des fonctions 
exponentielles 

z Derivation des fonctions 
logarithmiques 

z Derivation logarithmiques 
z Derivees successives des 
fonctions exponentielles 
z Symbolisez les problemes 


Apprendre 


La derivee de la fonction logarithme neperien 


Si f(x) = e x alors f '(x) = e x 


De la definition de la derivee 

f'(x) = lim f(x + h) - f(x) 
h^O h 


f - ( X ) = lim e x + - e x = lim e x (e» - 1) 
h^O h h^O h 

= e x x lim [ Ai-L) = e x x 1 = e x 

h^O v h / 

i.e -A- (e x ) = e x 
dx 

Exemple 

La derivee de la fonction logarithme neperien 

1 Determinez la derivee premiere dans ce qui suit: 

a y = x 2 + 3e x b y = x 3 e x c y = ^ e 

x + 1 


Solution 

a y = x 2 + 3 e x — = 2x + 3 A (e x ) = 2x + 3 e x 


b 


y = x 3 e x 


dx dx 

A = x 3 A (e x ) + e x A (x 3 ) 
dx dx dx 



Vocabulaires 
de base 


^ Derivee 

z Derivation en chaine 
z Premiere derivee 
z Derivation logarithmiques 


Aides 

pedagogiques 


^ Calculatrice scientifique 


V 


= x 3 e x + 3 x 2 e x = x 2 e x (x + 3) 
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(x + 1) — (2e x ) - 2e x — (x + 1) 
. dy _ dx dx 

’ ’ dx (x + l) 2 


2xe x 
(x + l) 2 


Q Essayez de resoudre 

1 Determinez — dans ce qui suit : 
dx 

a y = 2e x + cos 2x b y = e x sinx c y = — - — 

tan x 

Reflexion critique : Quelle est la relation entre la pente de la tangente de la courbe y = e x a un 
point quelconque de la courbe et l’ordonnee de ce point ? verifiez votre reponse. 


Derivation en chaTne 

Si z est une fonction derivable par rapport a x , f(z) = e z 


alors : — (e z ) = e z • — 
dx dx 


S> Exemple 

2 Determinez la derivee premiere dans ce qui suit : 

© y = e 3x2 + 5 © y = 3e sec x © y = (e 3x - e' 2x ) 5 


o Solution 


©•, 

• y = e 3x2 + 3 

© = e 3x 2 + 5 

dx 

b • 

.•y = 3e secx 

. ^ e sec x 

dx 

c • 

.•y = (e 3x - e' 2x ) 5 

... ^ = 5 (e 3x - 

dx 


dx 

_d_ 

dx 


*3x 


-2xi 


Q Essayez de resoudre 

2 Determinez — dans ce qui suit : 
dx 

a y = 2x + e 6x 


b y = i e 7 ' x 


c y = (e 2x + e" 2x ) 3 


ET Apprendre 


Derivation de la fonction logarithmique de base a 


Si f(x) = a x 


alors f ' (x) = a x In a 


Remarquez que a = e lna (des proprietes de logarithme) 

a x = [e lna ] X = e xlna 

alors 4 ~ (a x ) = 4 ~ (e xlna ) = e xlna x In a = a x x In a 
dx dx 



► a = e- v 

1 

In a = y In e 

i 

— y = In a 


a = e lna 
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en generate : -7- (a z ) = a z In a • — 

6 dx dx 

r<) Exemple 

S— ' Derivation de la fonction exponentielle 

3 Determinez — dans ce qui suit : 
w dx M 


© y = 5 x 6 X 

II 

- 

Solution 


© ••• y = 5 x 6 X 


dx 

b v y = 3 3 x 2 -5x + 2 

. dy 

' ' dx 

© V y = e sinx x 2‘ 5x 

. dy 

' ' dx 


e y = 


a sin x 


X 2 


-5x 


dx 


= (6x - 5)X 3(3x 2 -5x + 2) x ln3 


dx 


dx 


= e sinx [-5 x 2‘ 5x In 2] + 2‘ 5x [e sinx cos x] 
= 2 " 5x e sinx [In 2‘ 5 + cos x] 


Q Essayez de resoudre 

3 Determinez — dans ce qui suit : 

2 dx 

a y = 5 x2 + 2x b y = 2 sec 


©y = e 2x a x2 ‘ 5 


PS Apprendre 


Derivation de la fonction de logarithme neperien 


Si f(x) = In x , x > 0 alors f ' (x) = — 

x 


Remarquez que la fonction logarithmique est une fonction reciproque de la fonction exponentielle 
Si y =ln x alors x = e y (1) 


On derive les deux membres de la relation (1) par rapport a x 

De (1) et (2) : on obtient = — c’est-a-dire: — (In x) = — 

dx x dx x 

rfv) Exemple 

Derivation de la fonction de logarithme neperien 

4 Determinez la derivee premiere dans ce qui suit: 

© y = 3x +ln x b y = (2x 5 - 3) In x © y = 


1 = e y ^ (2) 

dx 


In x - 1 
In x + 1 
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Solution 

a y = 3x + In x 
b v y = (2x 5 - 3) In x 


c 


y = 


In x - 1 
In x + 1 


^L= 3 + -f- (In x) = 3 + I 
dx dx x 

^ = (2x 5 - 3) 4~ ( In x) + (In x) 4~ (2x 5 - 3) 
dx dx dx 

= (2x 5 - 3) x I + 10x 4 In x 

X 

= — [(2x 5 - 3) + 10x 5 ln x] 


_ 

dx 


(in x + l) x 2_ - (\n x - 1) : 

(In x + l ) 2 


x (In x + l ) 2 


Q Essayez de resoudre 

4 Determinez — dans ce qui suit: 


dx 


© y = 5 - 3 In : 


b y = x 2 In x 


e y = 


1 - 2 lnx 
In x 


Reflexion critique : Quelle est la relation entre la pente de la tangente de la courbe y =ln x a un 
point quelconque de la courbe et l’ordonnee de ce point ? verifiez votre reponse. 

Derivation en chaine 

3 Si z est une fonction derivable par rapport a x , f(z) = In z 


3 Si x < 0 , alors: -j- [In (-x)] = -L x - 1 = _L 

dx - x x 



3 En general 


-j- [In Ixl ] = — pour tout x 7 ^ 0 

dx x 


1 ^ 

, -p [In Izl ] = — ou z est une fonction derivable par rapport a x. 
cix z 


Exemple 


5 Determinez -p dans ce qui suit: 


a y = In (2x 3 + 9) 

O Solution 


b y = x 4 In x 3 


© y = ln 


x + 7 


a vy = In (2x3 + 9) ... ^ x i (2 X 3 + 9) = 

b y = x 4 In x 3 — = x 4 — (In x 3 ) + In x 3 — (x 4 ) 

3 dx dx dx 
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= x 4 x _L x 3x 2 + In x 3 x 4 x 3 
x 3 

= 3x 3 + 4x 3 In x 3 = x 3 [3 + 4 In x 3 ] 

c d An x2 \ _ x + 7 x ( x + 7 ) ( 2x ) - x 2 x 1 _ x + 14 
dx ' x + 7 ' x 2 (x + 7) 2 x (x + 7) 

Q Essayez de resoudre 

5 Determinez — dans ce qui suit: 

Vy dx M 

© y = In (7x - 3) 2 b y = 2x 2 In x 3 © y = — 

In x 


S3 Apprendre 

Derivation de la fonction logarithmique de base a 



_ 1 _d_ 

In a dx 



[lnx] = 


= l . _J_ 

X In a 


Alors -7- (logx) = — loge 
dx ° x 


En general 

Derivation de la fonction de logarithmique 

Exemple 


Des proprieties de 
logarithme 

In x 

lo §x 

a In a 


In a x 1°^ e = 1 

a 


6 Determinez — dans ce qui suit : 
dx 


a y = log x 

3 

Solution 

a v y = log x 

3 

b V y = log (3x - 2) 

5 


b y = log (3x - 2) 
5 

. d y _ 1 v 


C y = log (2x - 3) 2 


dx 


d y _ 


In 3 xln 3 


dx (3x - 2) In 5 
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Q Essayez de resoudre 

6 Determinez la pente de la tangente des courbes suivantes aux valeurs de x donnees: 

a y = log 5x , x = 2 b y = 4 log (3x + 1) , x = 1 

2 

c y = log (2x 2 - 3) 4 , x = 1 d y = 3 (log x) 2 , x = 3 

2 ^ 

7 ) Applications geometriques: Si AB est une tangente a la courbe y = In A au point C (1 , y) 
et coupe l’axe des abscisses au point A et l’axe des ordonnees au point B. Determinez la 


longueur de AB 

Solution 


equation dfe 
la tangente — ► 

points 

d' intersections 


longueur 

AB 

AB 

A, B 



La pente de la tangente a un point quelconque : — = l2i2. x i = i 

dx x z x 

AB est une tangente a la courbe au point C (1 ; y) 


— = 1, et 1’ equation de la tangente AB en C est : 
dx 

y +ln 2 = x - 1 



i 

y 







A 




0 


T 


X 



// 

\ 

y = 

In C- 

O') 


> 

/ \ 
fi 



i 


v AB coupe l’axe des abscisses au point A A (1 + In 2 , 0) 

et coupe 1’ axe des ordonnee au point B ( 0 ; - 1 - In 2) 

Alors (AB) 2 = (1 + In 2) 2 + (1 + In 2) 2 AB = -fl (1 + In 2) 

Q Essayez de resoudre 

7 Si la normale a la courbe y = In 2x au point A (1 ,ln 2) coupe l’axe des abscisses au point B 
Determinez la longueur de AB a trois decimales pres. 

Applicatio n 

Derivation logarithmique 

On peut representer une relation sous forme logarithmique par calculer le logarithme neperien 
de deux membres de la relation et on utilise les proprietes de logarithme pour simplifier la forme 
avant de faire la derivee. 


# Exemple 

8 Determinez — dans ce qui suit: 
dx 

a y = (x 3 + 5) x 



b y = [sin x] tanx 


Livre de mathematique pure calcul differential et integral 


2016 - 2017 




Unite 2: Derivation et Integral des fonctions exponentielles et logarithmiques 


O Solution 


a 


b 


y = (x 3 + 5) x 
In y = x In (x 3 + 5) 

1 = In (x 3 + 5) + x x 3x 2 

y dx x 3 + 5 

— = (x 3 + 5) x — + In (x 3 + 5)] 

dx x 3 + 5 

v y = [sin x] tanx 
In y = tan x In sin x 


On calcule le logarithme neperien de deux 
membres de la relation 
On derive les deux membres de la relation 
par rapport a x 

On mutiplie les deux membres x y = (x 3 + 5) x 


On calcule le logarithme neperien des deux 
membres de la relation 
On derive les deux membres de la relation 
par rapport a x 


— — = tan x x -f (In sin x) + In sin x x M- (tanx) 
y dx dx dx 


sin x 


1 


x cos x + In sin x x sec 2 x 


cos x sin x 

, 2 „ 


= 1 + sec 2 x log sin x 

— = [sinx] tanx (1 + sec 2 x In sin x) 
dx 

Q Essayez de resoudre 

8 Determinez — dans ce qui suit : 
dx H 


On mutiplie les deux membres xy = [sin x] tonx 


a y = 


r 2x 


b y = (sinx) x 


9 Verification d'une relation : Si y = e _ 

(1 - x 2 ) y 1 = x 2 y 


1 + x 

1 -x 


© y 2 = 3 X X 2y 

ou -1 < x <1 , Demontrez que: 


O’ Solution 


y = e" x 


1 +x 


on calcule le logarithme de base e des deux membres 


1 - x 

In y = In e" x + ©n — — 

J 2 1 -x 

In y = - x + i [In (1 + x) - In (1 - x)] 

on derive les deux membres de la relation par rapport a x 

— x y 1 = -1 + I r_L -±s\ 

v 2 L]+ x 1-x-l 


Z- = -l + - 


1 rl-x+l+xi 
1 - x 2 


ZL = .i + 


1 -x 2 


-1 + x 2 + 1 

1 - x 2 


Shorouk Press 


Livre de I'eleve- 3 eme secondaire 



(1 - x 2 ) y' = x 2 y 


§ 


y _ 


1 -X 2 


Q Essayez de resoudre 

b_ 

9 Si y = ae x , Demontrez que : x y y" + 2 y y' - x y' 2 = 0 



Exercices 


2-2 



Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees 

1 Si f(x) = e 3x , alors f ' (x) est egale a : 

© e 3x b 3e 3x © 9e 3x ® 3e 2x 

2 Si f(x) = ae x , alors f ' (-2) est egale a : 

@-f(2) b - f ' (2) ®-f(-2) ®f(-2) 

3 La courbe de la fonction f(x) = 1 + In (x - 2) est la meme courbe de la fonction g : g (x) = In x 
suivant la translation: 

® (1 , 2 ) b (1 , - 2 ) © (-2 , 1 ) @( 2 , 1 ) 

4 Le rapport de la pente de la tangente a la courbe y = In 3V x + 1 et la pente de la tangente a 
la courbe y = In 5V x + 1 en x = a est: 

@3:5 ©5:3 ©1:1 dl n 3:ln5 


Determinez la derivee premiere dans ce qui suit : 


5 y 

= e 3x5 

® y = e x2 ‘ x 

7 y 

= (3 x ■ l y 2 

8 y 2 

_ g5x 2 - 3 

® y = In (2x - 7) 

@y 

= In (i x 2 + x) 

@y 

=ln x2 

x + 7 

12 y = x 2 lnx 

@y 

= log (4x + 9) 2 

3 

@y 

_ e 3x 
logx 

1 5 y = sec e x 

©y 

= 2e 3x - 5 log 
2 


Determinez la pente de 
valeurs donnees : 

la tangente de chacune des courbes suivantes aux 

@ y = /T - 2e x 

’ X = 4 

© y = x 2 - 3 In x 

, x = 2 

19 y = ^ e 2x - 2 In x 

’ X = 2 
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Determinez 


^ dans ce qui suit : 

dx 





Determinez ^ dans ce qui suit : 

dx dx 2 

x = e 2n , y = n 3 
27 x = 6 In n , y = n 2 



X sinx 



1 


X x 


Repondez a ce qui suit : 

SI y = x 2 In — , Determinez — en x = 4 
a dx 3 

^ x n d 

29 Si e x = E j— (developement de Tilohrs ), Demontrez que: — (e x ) = e x 

n = 0 LiL dx 

I ^2 _|_ ^ 

^5$ Si y = V — 2 — 7“ > Demontrez que (x 4 - 1) y' + 2x y = 0 

X “1 

31 Determinez les valeurs de x auxquelles la tangente a la courbe y = 9x 3 - 81n x est parallele 
a l’axe des abscisses. 

32 Determinez 1’ equation de la normale a la courbe y = 3e x a un de ses points dont l’abscisse 
est egale a -1 

33 Lien a I'industrie : Si 11 production quotidienne d’une usine pendant une periode du temps 
t, est determine par la relation y = 400 (1 - e'°- 30t ) Unites. Determinez le taux de variation du 
nombre des unites produites par rapport au temps pendant le dixieme jour. 

@ Application de la vie : Si la production d’une 
ruche d'abeille est definie par la relation : 
y = (n + 100) In (t + 5) en fonction du nombre 
de jours n. Determinez le taux de variation de 
la production de la ruche en t = 5, t =15 et 
en t = 20. Est-ce que la production du mille 
augmente (ou diminue)? 
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€P A apprendre 

6 Integrate des fonctions 

exponentielles et logarithmiques. 
z Application geometriques. 

z Application physiques. 


r 


vocabulaires 
de base 


^ Derivee reciproque (primitive) 
z integral 
z integral infini 
z constante arbitraire 


111 


Decouvrez 


quand c = 5 

► h(x) = e x + 5 


D’apres l’etude precedente 

primitive de la 

du calcul differentielle, on fonction f 
sait que la derivee de la 
fonction h par rapport a x ou 
h(x) = e x + 5 est h'(x) = e x 
Si on nome la fonction h '(x) 
par f(x), alors on peut trouver 
par une operation reciproque une infinite de fonctions (F(x) + c) dont la 
derivee de chacune d’elle est f(x). Elies sont appelees une famille des 
primitives de la fonction f dont l’une d’elle est h(x) ou : 

/ f(x) dx = F(x) + c ou c est une constante arbitraire 
Decouvrez la famille des primitives dans ce qui suit : 
f(x) = 5e 5x , g(x) = 8e x4 , g(x) = — 

X 


[h (x)] 


F(x) = e x + c d 

c Constant dx 

t 

/ f(x) dx 

I h'(x) = e x = f(x) 

derivee de la fonction 



Apprendre 


Aides pedagogiques 


z Calculatrice scientifique 
z Logiciel de graphisme 


Integral infini de la fonction exponentielle 

Si K est un nombre reel ou k^O 
alors: I e x dx = e x + c 

, / e k x dx = -L e k x + c ou c est une constante arbitraire 

k 

Exemple 

1 Trouvez : 

a I e 7x dx b / e 4 y dy c / 8 e 2z dz 


O Solution 

a f e 7x dx = y e 7x + c 
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b /e-4 y dy = -L e 4 y + c = ^e-4 y + c 
3 3 

"4 

c f 8e 2z dz = 8 f e 2z dz = | e 2z + c = 4e 2z + c 

Q Essayez de resoudre 

1 Trouvez 

a f 7Te x dx b / -e' 5z dz c /-6e°- 2y dy 




f a f(x) dx = a f f(x) dx 


d f 3/2 e-'" 2 n dn 


# Exemple 

2 Trouvez chacun des integrates suivants : 


a J 


e A + e" 


O Solution 


dx 


dx 


b / 


3e x - 2e 2x 
2e^ 


dx 


= f (e x + e' x ) dx 
= [ f (e x dx + / e" x dx] 

= (e x - e' x ) + c 


®J 3e *- 2e2X dx = / 4 dx - / e x dx 


2e x 


= — x - e x + c 


Q Essayez de resoudre 

© Trouvez : 


a f 


e A + e" 


dx 


b f (x 2 + 2e x ) dx 


i ! jua 


o 


f [f(x) + g(x)] dx 

= f f(x) dx + / g(x) dx 


c f (x 2e + e 3x ) dx 


Remarquez que: Si f(x) est une fonction derivable, alors: 


/ e f(x ) • f ' (x) dx = e f(x) + c 


Exemple 

3 a f sin x e cos x dx 


b / 4x e x2 + 1 dx 


o Solution 

a On pose f(x) = cos x f ' (x) = - sin x 

f sin x e cos x dx = - f e cos x (- sin x) dx = - e cos x + c 
b On pose f(x) = x 2 + 1 f ' (x) = 2x 

/ 4x e x2 + 1 dx = 2 f e x2 + 1 (2x) dx = 2e x2 + 1 + c 
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Q Essayez de resoudre 

3 Trouvez chacun des integrates suivants : 
a f (cos x e sinx + 3x 2 ) dx 
b / (x - 3) e x2 ' 6x + 5 dx 


Integral infini de la fonction logarithmique 

On sait que 4 ~ (In x) = -L 

dx x 

En general © In Ixl = -L 

B dx x 


ou x > 0 , (In - x) = J- ou x < 0 

dx x 

ou x^O 


c-a-d la fonction In Ixl 

Par consequent : 


ou x^O est l’une des primitives de la fonction — 

x 


/ -L dx = In Ixl + c ou x^O 


Multiples d’une fonction 

Exemple 

4 Trouvez chacun des integrates suivants : 


b / 


dx 


a f dx 

x x In 3 

Solution 

a f 2 l dx = 2 f — dx = 2 In Ixl + c 


b / — - — dx = i / I dx = - In Ixl + 

xln 3 In 3 x In 3 


ou x^O 
ou x^O 


b f 


Q Essayez de resoudre 

© Trouvez : 

®/ — dx 

x 3x In 5 

Exemple 

5 Trouvez chacun des integrates suivants : 


dx 


a /(: 3x 2 + JL) dx b /(. 


2e 


x 

e 


+ ^)dx 


r In x 2 

©/— ^dx 

xln x i 


®/ (3x - 1)2 dx 
3x 
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O Solution 

a / ( 3x 2 + dx = / 3x 2 dx + / -5_ dx = x 3 + 5 In Ixl + c 


b / - JL) dx = 2e / — dx - 2 - / x dx = 2e In Ixl - — + 

V X ** ' v <=» 


2 

2e 


© / <3x - 1)2 dx = J 9l2 - 6x - fl dx = / (3x - 2 + -L)dx 
3x 3x 3x 

= - 2x + \ In Ixl + c ou x ^ 0 

2 3 


Q Essayez de resoudre 

5 Trouvez chacun des integrales suivants: 

®/ 6x2 - 5 dx ®/^L± 

3x x 2 - 2x 

Remarquez que: Si f est une fonction derivable 

f(x) ^ 0, alors 

# Exemple 

6 Trouvez chacun des integrales suivants: 

a / — - — dx b / — 2x + — — dx c /tan x dx 

1 + 2x x 2 + 3x - 2 

O Solution 

a v (1 + 2x)' = 2 / — - — dx = 2 / dx = 2 log II + 2x1 + c 

1 + 2x 1 + 2x e 

b v (x 2 + 3x - 2)' = 2x + 3 

/ 2x + - — dx = In lx 2 + 3x - 21 + c 

x 2 + 3x - 2 



alors f — L- • f ' (x) dx = In lf(x)l + c 
f(x) 


c /tan x dx = / 2122- 
cos x 


dx = -In I cos xl + c =ln Isecxl + c 


Q Essayez de resoudre 

6 Trouvez chacun des integrales suivants: 

©/cotgxdx b f2p± dx ©J (X / 2)dX 

x z + 2x x J + 6x + 1 

Exemple 

7 ) Application geometrique : Si la pente de la tangente a une courbe a tout point (x ; y) de 

la courbe est egale a — — — . Trouvez 1’ equation de la courbe sachant qu’elle passe par le 

x 

point (e ; 3e + 5) 
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(y Solution 

On pose que l’equation de la courbe est y = f(x) 

•.'La pente de la tangent en tout point = + ^ 

dx x 

y = I dx = /(3+ 2_)dx 
dx x 

.'. y = 3x + 2 In x + c ou c est une constante arbitraire 

v La courbe passe par le point (e , 3e + 5) , alors il verifie son 
equation c-a-d 

3e + 5 = 3 (e) + 21ne + c .‘.c = 3 


+ c 

L 


Equation de 
la courbe 

y = f(x) 

i 

derivee 


integral 


pente de la tang 
ente a la coubbe 


dy _ 


dx 


= f'(x) 


Alors l’equation de la courbe est : y = 3x + 2 In x + 3 


Q Essayez de resoudre 

7 La pente de la tangente a la courbe de la fonction f en tout point (x ; y) de la courbe est egale 
a et f(e) = -i . Trouvez f(2e) 

O Exemple 

8 ) Application dans la physique : Le taux de variation de l’aire A (en cm 2 ) d’une plaque 

metallique par rapport au temps t (en sec) est donne par la relation = e ' 0,lt . Si l’aire de 

dt 

la plaque au debut est 80 cm 2 , trouvez l’aire de la plaque apres 10 sec. 

^ Solution 

Aire de la plaque A = / d t = / e ' 01t dt 
F 4 dt 

A = -lOe ' 0,lt + c 

Quand t = 0 , A =80 c = 90 

Alors l’aire de la plaque en un instant quelconque A = 90 - lOe " 01t 
Apres 10 sec apres .\ l’aire de la plaque = 90 - lOe _1 86,321 cm 2 


Q Essayez de resoudre 

8 Si le taux de variation des ventes d’une usine est inversement proportionnelle au temps (en 
semaines). Si les ventes pendant deux semaines et quatre semaines respectivement sont 200 
; 300 unites. Trouvez les ventes de l’usine apres 6 semaines. 
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Exercices 2-3 




Choisissez la bonne reponse parmi les proposees : 

1 Si f"(x) = ^ [e x + e" x ] , f(0) = 1 , f ' (0) = 0 , alors f(x) est egale a : 

© - f ' (x) b f ( X ) © -f " (x) ® f "(x) 

2 Si la pente de la tangente d’une courbe en tout point (x ; y) de la courbe est egale a 4e 2x 
f(0) = 2, alors f(-2) est egale a : 


a 4 


b 4e“ 


3 /tan 0 d 0 est egale a : 

a - In loos 01 + c b - in cos 0 + c 


c 2e' 4 

c In cos 0 + c 


©/ 4x e x2 d x est egale a 

a / e x2 + c b e x2 + c 


© 2e x2 + c 


d 2e 

d lln cos 01 + c 


® 4e x2 + c 


Trouvez les integrales suivants: 

5 / e 4x d x 6 / (3x 2 + 2e x ) d x 


8 / e 1 " 3x d x 

e 3x + 2e 2x + 4 
e x 

/ dx 


d x 


©fE 


4x -1 

sin x + cos x 


© / je 3x ‘ 4 dx 
@/x 2 e x3 + 1 d : 
© dx 


7 /(l - e x )dx 

X 

© / 2e x (e x + l) 2 d x 


sin x - cos x 


d x 




© f — - — dx 

(x In x) 


x z + 1 

COS X 

1 + sin x 

i- 2x 


d x 
d x 


©/ 

,9/ 


2e x 
e x + 1 
sec 2 x 


d x 


dx 


tanx 

sec x tan x 


f 


3x 2 


d x 


x J - 1 

®i 4 


In 3x 


d x 


I 

©I 


(x + l) 2 

3x 2 - 5 
x 3 - 5x + 1 

(1 + lnx) 2 


sec x -1 

^ 2 
x 


d x 


/Oogx^d 


d x 


d x 


j 4e x + x e 2x 


d x 


x e A 


28^ Applications geometriques : Si la pente de la tangente de la courbe de la fonction f en un 


lx 

point (x , y) est egale a 2e 2 , f(0) = 1, trouvez f(3) 
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I /V Resume de I’unite 

Le nombre e Le nombre e est defini par la relation 

e=lim (l + J-V , e=lim (l+ x ) x 

fonction exponentielle de base neperien est une fonction exponentielle de base e ou 
f(x) = e x , xel 

fonction de logarithme neperien est une fonction logarithmique de base e ou f(x) =ln x et x e E 
Derivees des fonctions exponentielles et logarithmique s 


Fonction 

derivee de la fonction 

condition 

e x 

e x 

x e E 

e f(x) 

e f ( x > • f ' (x) 

f est derivable 

a x 

a x ln a 

a > 0 , a / 1 

In Ixl 

J_ 

x^O 

x 

In lf(x)l 

f(x, ' f, « 

f est derivable , f(x) ^ 0 


Integral des fonctions exponentielles et logarithmique s 


Fonction 

integral de la fonction 

condition 

e x 

e x + c 

x s E 

e kx 

_L e kx + c 
k 

k^O 

e f(x) • f ' (x) 

e f W + c 

f est derivable 

1 

x 

In Ixl + c 

X # 0 

J- • f 1 (x) 
f(x) 

In lf(x)l + c 

f est derivable , f(x) j £ 0 
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^ Si e x y = x 2 + y 
>9 Si x 2 y = a b In x 


■ ■ 


wzm 

m 

tHa 


Dans ce qui suit, trouvez ^ : 

$ y = 2 X (x + 1) 
y = (1 - 3x) cosx 

Trouvez les valeurs de x auxquelles la tangente a la courbe est parallele a I’axe 
des abscisses ou x > 0 

y = x 3 In x @ y = — In x 2 

x 2 

(p y = x 3 - 81 In x 


7 y = 3- — + ln— - 
J 4 2 


^ Si x e "2 y + y e" 2 = 2 , Trouvez — quand x = 0 

dx 


Trouvez les integrates suivants: 


/ 


9 + 6x 
x 2 + 3x 


d x 


/. 


In : 


d x 


@ / ( — + xln3)dx 


x In / x” 

43 f (x 3 - e x ) d x 


41 /( — + 4e' 2x ) d x 
x 

44 f cotg 3 x d x 


+ x In 3) d x (43} J (x J - a 

x J 

45 Intersection avec les axes : Si la tangente de la courbe y = e x au point (2 , e 2 ) coupe l’axe 
des abscisses au point A et l’axe des ordonnees au point B , trouvez la longueur de AB 

46 Equations de la tangente et de la normale : Trouvez les equations de la tangente et de la 
normale de la courbe y = x 3 - 18 In x en un point de la courbe dont l’abscisse est 2. 

47 La proportionnalite inverse : Si la pente de la tangente de la courbe en un point (x ; y)de 
la courbe est inversement proportionnelle a x . Si la pente de la tangente est 2 quand x = 4 
et y = 2. Trouvez y en fonction de x. 

48 Parallelisme : Trouvez les valeurs de x (a deux decimales pres) auxquel les la tangente de 

la courbe y = — In x 2 est parallele a l’axe des abscisses. 

x 2 










Pour plus d’activites et des exercices : visite le site electronique www.sec3mathematics.com.eg 
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Epreuve cumulative 


Choisissez la bonne reponse parmi les proposees : 

1 (l + _L) 2x est egale a : 


X^OO 


a 1 

b e 

c e 2 

d e -2 

S 

s 

II 

CD 

5" 

, alors m est egale a: 



© i 

e 

c e 

d 7 

3 L’ ensemble ! 

solution de 1’ equation est In (x - 

3) + In (x - 2) 

=ln 6 est egal a: 

©{0,5} 

b {5} 

©{2,3} 

d 0 

4 Si f(x) = x 2 - 

3 In 5x, alors f ' (2) est egale a 



© -1 

© 1 

©i 

d 6 


Repondez aux questions suivantes : 

5 Dans ce qui suit, trouvez la premiere derivee : 

a y = (x 3 + l) 2 b y =ln x 2 - e ?x 

6 Si y = e 3x + x 2 , demontrez que : - 2 

dx 2 


©y=lnK] 

x z 

9 (y - x 2 ) 


7 Trouvez les integrates suivants: 


a / 


2x 2 + 3 


d x 


b J. 


d x 
a/^T e 


vr 


C / 


2x In x 


d x 


8 Si la pente de la tangente a la courbe de la fonction f a tout point (x , y) de la courbe est egale 
a 7- 2 e x et f(ln 2) = 3 , Trouvez f(x). 

Si vous ne pouvez pas repondre a une question, vous pouvez vous guider par le tableau 
suivant : 


Question no 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Voir 

i 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

3 


59 


Shorouk Press 


Livre de I'eleve- 3 eme secondaire 




Comportement cTune fonction 
et trace de la courbe 




4 K 


* 




Introduction de 1 unite 




Apartir de la representation graphique de la courbe d’une fonction, vous pouvez determiner ses intervalles 
de monotonie (croissante, decroissante, constante), savoir les valeurs maximales et les valeurs minimales 
de la fonction et quelques proprietes de cette fonction. En utilisant un logiciel de graphisme, vous pouvez 
dessiner la fonction et etudier son comportement. Cependant, ceci n’est pas toujours disponible. 


Dans cette unite, vous allez savoir plus de techniques dans le dessin de la courbe de la fonction a partir du 
calcul differentiel et en utilisant les derives de cette fonction (premiere derive et deuxieme derive) pour 
determiner ses intervalles de croissance et decroissance, les valeurs maximales et minimales en fonction 
de la valeur x (valeurs maximales et minimales relatives) et les valeurs maximales et minimales absolues 
d’une fonction continue sur ] a ; b[ et la convexite de la courbe de la fonction (vers le haut et vers le bas) 
ainsi que l’etude de quelques applications pour trouver les valeurs maximales et minimales afin de vous 
aider a modeliser et resoudre les problemes mathematiques, physiques, et vitales. 



Objectifs de l'unite 


A l’issue de cette unite, l’eleve doit etre capable de : 


+ Utiliser la derivee premiere pour etudier la 
croissance et decroissance d’une fonction 
derivable 

Determiner les valeurs maximales et minimales 
relatives d’une fonction derivable 


Determiner les valeurs maximales et minimales 
absolues d’une fonction dans un intervalle 
ferme. 

Trouver les points critiquesc les points d’inflexions 
et la convexite vers le haut et vers le bas. 



Trouver la relation entre la courbe d’une 
fonction et la derivee premiere. 

Etudier le comportement d’une fonction (la 
monotonie, valeurs maximales et minimales a 
l’aide de la derivee premiere 

Tracer les courbes des fonctions polynomes 
jusqu’au troisieme degre seulement. 





Croissance et decroissance des fonctions 



Valeurs maximales et minimales relatives 


Valeurs maximales et minimales 
absolue 

I 

Applications 


Geometrique 


physique 


vitales 







A apprendre 

£ Utilisation de la 
derivee premiere 
pour determiner 
les intervalles 
decroissance et 
decroissance d'une 
fonction. 

£ Applications de la 
vie sur les intervalles 
de croissance et 
decroissance d'une 
fonction. 


& 


Vocabulaires 
de base 

Fonction croissante 
Fonction decroissante 


Aides pedagogiques 




^ Reflechissez et discutez 

Les figures suivantes montrent les courbes 
des fonctions f et g ou 
f (x) = x 2 - 2x - 1 , 
g (x) = x 3 - 3x 

3 Determinez les intervalles de croissance 
et decroissance de la fonction f 



i 

k y 



/ 



— 





f 



\ 





X 


') 

o 1 

: 

\ ; 

5 L 

[■ 



V 











r 0 

f(x) = x 2 - 2x - 1) 


3 Trouvez la derivee premiere de la 

fonction f puis etudiez le signe de f(x) pour les valeurs de x 
appartenant a l’intervalle de croissance 


3 Etudiez le signe de f (x) pour les valeurs de x appartenant a 
l’intervalle de decroissance 


Repetez les etapes precedentes pour 
determiner le signe de g'(x) dans les 
intervalles de croissance et decroissance de 
la fonction g. Que pouvez-vous deduire ? 

Quel est la nature de 1’ angle que fait la 
tangente de la courbe aux points d’ abscisses 
x dans les intervalles de croissance avec la 
direction positive de l’axe des abscisses ? 



; Calculatrice scientifique 
; Logiciels de graphisme 

J 

Etude de la monotonie 
d’une fonction 


Trouver f ' (x) 

Resoudre 1’equation 
de f ' (x) = 0 

Etudier le signe de 

f' (x) 


f ' (x) < 0 

f est 

decroissante 


\ 

f'(x) >0 

f est 

croissante 


i£i A apprendre 

Etude de la monotonie d'une fonction a I'aide de la derivee premiere 
CD 

E Soit une fonction f derivable sur ] a , b [: 

-<D ’ 

1 - Si f 1 (x) > 0 pour tout x € ] a , b[ 

-C 

alors f est croissante dans ] a , b [ 

2- Si f 1 (x) < 0 pour tout x e ] a , b [ 
alors f est decroissante dans ] a , b [ 
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Unite 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe 


# 


Exemple 


Determination des intervalles de croissance et decroissance 

1 Determinez les intervalles de croissance et de decroissance de la fonction f ou f(x) = x 3 - 3x + 2 


Solution 

v f(x) = x 3 - 3x + 2 est continue et derivable dans R 
f' (x) = 3x 2 - 3 = 3 (x 2 - 1) 

On pose f' (x) = 0 .'.3 (x 2 - 1) = 3 (x - 1) (x + 1) = 0 

f '(x) = 0 quand x = -1 et x = 1 Le domaine de la fonction est partage en 3 intervalles 
On etudie le signe de f dans ces intervalles comme montre le tableau suivant : 
f est croissante dans ] - °° , -1 [ 

f est decroissante dans ] -1 , 1 [ 

f est croissante dans ] 1 , °° [ 

Remarquez que : 

1) Quand on utilise l’un des programmes pour tracer la 
courbe representative de la fonction (la figure ci-contre) 

On trouve que le comportement de la fonction correspond 
au resultat obtenu dans le tableau. 

2) La tangente de la courbe fait un angle aigu avec la 
direction positive de l’axe des abscisses dans les 
intervalles de croissances et un angle obtus avec la 
direction positive de l’axe des abscisses dans les 
intervalles de decroissances. 

3) Les valeurs qui separent les intervalles de croissance et de decroissance sont les valeurs 
auxquelles la derivee premiere est nulle ou indefinie. 



X 

1 

-00 

i 

i i 

l 

00 

Signe de f ' (x) C 

+ 


) + 

Comportement de f (x) 





H Essayez de resoudre 

1 Determinez les intervalles de croissance et de decroissance de chacune des fonctions suivantes : 
a f (x) = x 3 - 9x 2 + 15x b g(x) = 


x 2 + 1 


Exem|,le Fonctions trigonom&riques 

2 Determinez les intervalles de croissance et de decroissance de la fonction f ou 
f (x) = x + 2sin x , 0 < x < 2 71 


O Solution 

f est continue et derivable dans ] 0 , 2 71 [ 
f ' (x) = 1 + 2 cos x 
Etude de f ' (x) 

1+2 cos x = 0 cos x = - " 

V x e ]0 , 2 7l[ 


X 

-oo 2# An oo 

1“ 

Signe de f ' (x) 

1 

+ C 

) - ( 

1 

3 + 

Comportement de f (x) 





x = 22L or x = — 
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3-1 Croissance et decroissance des fonctions 


Remarquez que : 

En x = y f'(x) = 1 >0 f est croissante dans ] 0 , [ 

En x = 71 f ' (x) = -1 < 0 f est decroissante dans ] , — - [ 

3 3 

En x = f' (x) = 1 >0 f est croissante dans 2 7l\ 

2 3 

Q Essayez de resoudre 

2 Determinez les intervalles de croissance et de decroissance de la fonction f oil 
f(x) = x - 2 cos x, 0 < x < 2 71 

Reflexion critique : La figure ci-contre montre la courbe representative 
de f (x) de la fonction f ou f(x) est un polynome. 

a Determinez les intervalles de croissance et de decroissance de la 
fonction f 

b Trouvez 1’ ensemble solution de 1’ inequation f" (x) > 0 

Exemple 

3 Determinez les intervalles de croissance et de decroissance de la fonction g ou g (x) = 21n x - x 2 




O Solution 

g (x) est derivable pour tout xel + 
g <X> = - -2x = — i — 

x x 


Etude du signe de g ' (x) 


X 

o : 

1 

00 

Signe de g'(x) 

+ c 


Comportement de g(x) 




Si g'(x) = 0 x = 1 ou x = -l£lR + 

Si x < 1 /. g'(x) > 0 d’ oil g est croissante dans ]0 , 1 [ 

Si x > 1 g'(x) < 0 d’ou g est decroissante dans ]1,°°[ 


Q Essayez de resoudre 

3 Determinez les intervalles de croissance et de decroissance de la fonction f oil f(x) = x - e x 
et en utilisant le programme GeoGebra, tracez la courbe representative de la fonction f puis 
verifiez la reponse. 
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Unite 3: Comportementd’une fonction et trace de la courbe 


JkN 

Exercices 3-1 


Dans ce qui suit, determinez les intervalles de croissance et de decroissance 
de la fonction f: 


© f (x) = x 2 - 4x 

©f(x) = 

(x-3) 2 

3 f(x) 

4 f (x) = 9x - x 3 

© f 00 = 

x 4 + 4x 

6 f(x) 

©f(x) = i--L 

X 

© f(x) = 

x - 2 
x + 2 

9 f (x) 

1 0 f (x) = x + In x 

©f(x) = 

3 - In x 2 

@f(x) 


7 x-l 


*2x 


Repondez aux questions suivantes : 

3 Demontrez que la fonction f ou f(x) = tan x - x est croissante dans ] 0 ; 2- [ 


4 Determinez les intervalles de croissance et de decroissance de la fonction f ou 
f(x) = l-sinx,0<x<27T 

15 Si f et g sont deux fonctions derivables f' (x) < g' (x) pour tout xel, demontrez que la 
fonction h ou h(x) = f (x) - g(x) est decroissante pour tout xel. 
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ValeurV maximales jet— 
minimales (Valeurs extremales)J 


H «Vi\ 

I \ 


CP A apprendre 

S Point critique 

£ Valeurs maximales et 
minimales relatives 
d'une fonction. 

S Etude de la derivee 
premiere des valeurs 
maximales et minimales 
relatives. 

£ Trouver les valeurs 
extremale d'une 
fonction dans un 
intervalle ferme. 


CP 


Vocabulaires 
de base 

Point critique 
Valeurs maximales 
relatives 

Valeurs minimales 
relatives 

Valeurs extremale 
absolues 


CP Aides pedagogiques 


? calculatrice scientifique 
J Logiciels de graphisme 

J 




Soit f une fonction continue dans [a , b], la figure ci-contre represente la 

courbe de la fonction f 

1- Determinez les intervalles de 
croissance et decroissance de la 
fonction f 

2- Si x = c j , quelle est la valeur de f ' 

(C|)‘? Decrivez le comportement de 
f dans ] a , c 2 [. f Cc , ) est-il la plus 
grande valeur de f dans ] a , c 2 [? 

3- Si f ' (c 2 ) quelle est la valeur de 
f = c 2 ? Decrivez le comportement de f dans ] c 1? c 3 [. f(c 2 ) est-il la 
plus petite valeur de f dans ] Cj , c 3 [? 

4- Pouvez-vous trouver f ' (c 3 )? Expliquez vos reponse. 

Decrivez le comportement de f dans ]c 2 , b [. f (c 3 ) est-il la plus 
grande valeur de f dans ] c 2 , b [? 

§ Point critique 

| Soit f une fonction continue dans ]a ; b[, on dit que ( c , f (c) ) 

° est un point critique s’il verifie Tune des deux conditions 
suivantes c e] a , b [ , f ' '(c) = 0 ou f n’est pas derivable en x = c. 



De la figure precedente, on deduit que : (cj ; f (cj)) et (c 2 ; f (c 2 )) sont 
des points critiques car f '(cj) = f '(c 2 ) = 0 ainsi que (c 3 ; f (c 3 ) est un 
point critique car f est continue en x = c 3 et n’est pas derivable (derivee 
a droite ^ derivee a gauche). 


§ Valeurs maximale et minimale relatives 

■5 Soit f une fonction contenue dans un intervalle I, c e I, 
Si f (x) < f (c) pour tout xe]a,b[ou]a,b[CI: 

alors f atteint une valeur maximale relative en x = c 
Si f (x) > f (c) pour tout xe]a,b[ou]a,b[CI: 
alors f atteint une valeur minimale relative en x = c 
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Unite 3: Comportementd’une fonction et trace de la courbe 


Remarquez que : 

Dans le paragraphe reflechissez et discutez: en x = c, et x = c 3 la fonction atteint des valeurs 
maximales relatives c 2 et en x = c 2 , la fonction atteint une valeur minimale relative 

Etude de la derivee premiere pour determiner les valeurs maximales et minimales relatives 


S3: A apprendre 

Si f(x) est contenue en x = c et (c ; f(c)) est point critique ou c e un intervalle ouvert contenant c: 

1- Si f ' (x) > 0 pour tout x < c et f ' (x) < 0 pour tout x > c , alors f (c) est une valeur 
maximale relative 

2 - Si f ' (x) < 0 pour tout x < c et f ' (x) > 0 pour tout x > c , alors f (c) est une valeur 
minimale relative 




A 





















f 1 1 

:c) 

= 

0 




// 

/''I 

N 




x) 

> n 


/ 




l i 




/ 


f(c 

:) 


V 




f 








A 

O, 

' 





L 



f (c) est une valeur maximale relative en c f (c) est une valeur minimale relative en c 

3 - Si le signe de f '(x) ne change pas au voisinage de c, alors la fonction n’atteint ni de valeur 
maximale ni de valeur minimale relative. 

« 

E 


2 Si f est derivable dans] a ; b [et elle atteint une valeur maximale ou minimale 
relative en c e ]a , b[ alors f '(c) = 0. 


Etude de la derivee premiere 

# Exemple 

1 Soit f (x) = x 3 + 3x 2 - 9x - 7, trouvez les valeurs maximales ou minimales relatives de f 

C Solution 

1 ) Determination des points critiques : f est continue et derivable 
f' (x) = 3x 2 + 6x - 9 

= 3 (x 2 + 2x - 3) = 3 (x + 3) (x - 1) 
pour f 1 (x) = 0 


x = -3 ou x = 1 
(-3 , f (-3)) , (1 , f (1)) 
sont deux points critiques 
Les points critiques sont : (-3 , 20) , (1 , -12) 


Determinez 

etudiez le 


les points > 

signe de 


critiques 

f’(x) 



- maximale rerlative 


+ minimale relative 
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3-2 Valeurs maximales et minimales (Valeurs extremales) 


2 ) Le tableau ci-contre montre 1’ etude de la derivee premiere 

3 ) Au voisinage de x = -3 
le signe de f' (x) change de positif 
(avant x = -3) au negative (apres x = -3) 

f (-3) = 20 valeur maximale relative. 

Au voisinage de x = 1 le signe de f ' (x) change de negatif 
(avant x = 1) au positif (apres x =1) 
f(l) = -12 valeur minimale relative 



Q Essayez de resoudre 

1 Soit f (x) = i x 3 - 9x + 3 , trouvez les valeurs maximales ou minimales relatives de f 

Exemple 

La premiere derivee n'existe pas 

2 Trouvez les valeurs maximales ou minimales relatives de f si f (x) = x 3 (2x - 5) 

O Solution 

La fonction f est continue dans son domaine xel 
1 ) Determination des points critiques: 


I 2 

f 1 (x) = | x- 3 (2x - 5) + 2x 3 


2[2 x - 5 + 3x] 


10(x - 1) 


x^O 



3 nc 3nr 

v f est continue en x = 0 , f 1 (0) n’existe pas 
.'. f a un point critique (0 , f (0)) = (0,0) 

f 1 (x) = 0 pour x = 1 /. f a un point critique qui est 
(1 , f(l)) c-a-d. (1,-3) comme indique la 
figure ci-contre . 

2 ) Le tableau ci-contre montre l’etude de la 
derivee premiere. 

3 ) Enx = 0ilya une valeur maximale 
relative = 0 

En x = 1, il y a une valeur minimale relative = -3 

B Essayez de resoudre 

2 Demontrez que la fonction f ou f (x) = ^ x 2 atteint une valeur minimale relative. 

Reflexion critique: La fonction f ou f (x) = X 3 + 3x -4 atteint-elle une valeur maximale ou 

minimale relative ?. 


X 

1 1 

-00 -0 1 00 
1 1 

Signe de f 1 (x) 

n'e? 

+ P; 

dste ' 

as " ^ 

) + 

Comportement 
de f (x) 
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Unite 3: Comportementd’une fonction et trace de la courbe 


Exemple Fonctions rationnelles 

3 Determinez les valeurs maximales et minimales relatives de la fonction f ou f(x) = x + — 

x 

C Solution 

Le domaine de la fonction f = R - {0} , „ 

- 4 

1 ) Determination des points critiques : f ' ( x ) = 1 - 4x' 2 = ■= — La fonction atteint deux 

x z 

points critiques (2, f(2)) , (-2, f (-2)) c-a-d. (2,4), (-2 , -4). 

2) Le tableau ci-contre montre l’etude de la derivee premiere (Notez que x = 0 g domaine 
de la fonction). 

3) En x = -2 il y a une valeur 

maximale relative = -4 
En x = 2 il y a une valeur 

minimale relative = 4 


X 

-00 | 

r 

2 

) 

00 

X 

Signe de f 1 (x) 

+ 

Z * 1 


+ 

Comportement 
de f (x) 



L 



Notez que : valeur maximale est plus petite que la valeur minimale 

Technologie:La figure ci-contre represente la courbe representative 
de la fonction f en utilisant l’un des programmes. 

Comparez entre le tableau des signes et sa courbe. Que remarquez- 
vous ? 

Q Essayez de resoudre 

3 Determinez les valeurs maximales et minimales relatives de la 

fonction f ou f(x) = x2 
1 - x 

m: A apprendre 



Les valeurs extremales d'une fonction dans un intervalle ferme 
Definition des valeurs extremales : 

Soit f une fonction definie dans l’intervalle ferme [a , b] et c e [a , b] 

1 ) Si f (c) ^ f(x) pour tout x € [a , b] alors f (c) est une valeur 
minimale relative dans [a ; b] 

2) Si f (c) ^ f(x) pour tout x € [a , b] alors f (c) est une valeur 
minimale relative dans [a ; b] 

3 La valeur minimale et la valeur maximale d’une fonction 
sont appelees les valeurs extremales de la fonctions dans cet 
intervalle. 

3 La valeur extremale peut etre en un point a l’interieur de 
1’ intervalle ou en extremites de 1’ intervalle 



y * 


c 

■/ 5 : 





5 

— 4 — 

mi 

ixirr 

lale 

abs 

□lut 



4 

— 9- 


A 

f(x) 

= ) 

< 2 + 

1 




r 

— 






/ 

mini 

mal 

e 



Li 

rr 


abs 

olue 


X 


- 

1°, 

r 1 


| r . 

» - 

1 



E Si la fonction est continue dans [a ; b], alors la fonction atteint une valeur maximale 

'2 

o absolue et une valeur minimale absolue dans [a ; b]. 
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3-2 Valeurs maximales et minimales (Valeurs extremales) 


Pour trouver les valeurs extremales absolues 
de la fonction f dans [a ; b], on suit les etapes 
suivantes: 

3 On calcule f (a) , f (b) , et la valeur de la 
fonction pour chaque point critique. 

3 On compare les valeurs precedentes; la plus 
grande de ces valeurs est la valeur maximale 
absolue et la plus petite de ces valeurs est la 
valeur minimale absolue. 


f est continue 
sur [a ; b] 


La fonction a des points 
critiques en c et d 


f (a) 


1 

f(b) 


f(c) 


1 

f(d) 



Exemple 

4 Determinez les valeurs extremales absolues de la fonction f ou f (x) = x 3 - 12 x + 12 , x g [-3 , 3] 


C Solution 

v f (x) = x 3 - 12 x + 12 , x e [-3 , 3] 

f (-3) = (-3) 3 - 12(-3) + 12 = 21 (1) 

, f (3) = (3) 3 - 12(3) + 12 = 3 (2) 

f ' (x) = 3 x 2 - 12 = 3 (x - 2) (x - 2) 

Pour determiner les points critiques, on pose f '(x) = 0 
x = 2 g [-3 ,3] ou x = -2 g [-3 , 3] 

En x = 2 il existe un point critique et f (2) = -4 (3) 

En x = -2 il existe un point critique et f (-2) = 28 (4) 

D’apres 1 ; 2 ; 3 ; 4, la valeur maximale absolue est 28; - 4 est la valeur minimale absolue 


Q Essayez de resoudre 

4 Determinez les valeurs extremales absolues de la fonction f ou 

a f (x) = lOx e ' x x g [ 0 , 4] b f (x) = 4x , x g [-1 , 3] 

x 2 + 1 

Remarquez que : 



y 

k 

( 

2 5 



le 


5 


I 

\ 

r 

nax 

ima 


4 


fi 


abs 

olut 


“3" 

L 

T{ 

f(x) = x 2 + 1 
x € [-1, 2] -{0} y 




iii 



nin 

male 

0,1 

) i 

r 



iSt f 
1 1 

ias -1 

ibsc 

IU€L 


E c 

r 

i : 

1 : 


4 

K 


Figure (1) 
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Unite 3: Comportementd’une fonction et trace de la courbe 



Exercices 3-2 



Dans ce qui suit, determinez les valeurs maximales et minimales relatives 
(s’elles existent) de la fonction f en determinant sa nature: 



Dans ce qui suit, determinez les valeurs maximales et minimales relatives 
(s’elles existent) de la fonction f en determinant sa nature. 


4 f (x) = x 3 + 3x 2 + 2 

5 f (x) = x 4 - 2x 2 

6 f (x) = 4x - x 3 

7 f (x) = 3x 5 - 5x 3 

® f(x) = 3 - x^ 

® f(x) = (X + 2) 3 

©f(x) = x + ^ 

x z 

© f « = X + 

® f «= x-2 

13 f(x) = 4e' x2 

14 f (x) = e x (3 - x) 

15 f(x) = e x + e‘ x 

1 6 f (x) = x - In x 
© f (x) = (x - l)ln x 

® f (x) = 8 In x - x : 


Dans ce qui suit, determinez les valeurs extremales absolues de la fonction f 
dans I’intervalle donne: 

19 f (x) = x 3 - 3x + 1 , x g [-2 , 1] 

© f (x) = V X- 1 , X € [2 , 5] 

21 f(x) = sin x + cos x , xe[0, 2 71 ] 

@ f (x) = X e - x , x g [0 , 2] 


Repondez a la question suivante : 

23 Reflexion creative : Si la courbe representative de la fonction f(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d 

verifie les conditions suivantes a la fois : 

a passe par le point d’origine. b atteint un point critique en x = 1 

o l’equation de la tangente au point (2 ; f(2)) qui lui appartient est 9x + y = 20 Trouvez les 
valeurs de a ; b ; c et d. 
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A apprendre 

c Determination les 
intervalles de convexite 
de la courbe d'une 
fonction vers la haut et 
vers le bas 

£ Trouver les points 
d'inflexion de la courbe 
d'une fonction 

£ L'etude de la deuxieme 
derivee pour determiner 
les valeurs maximales et 
minimales relatives 




Vocabulaires 
de base 

Convexite 

Convexite vers le haut 
Convexite vers le bas 


£ point d'inflexion 


aii 

tot 

La figure 


Decouvrez 


ci-contre montre 


la 

1 


courbe 


representante la fonction f ou f(x) = y x 3 ,xel 


Remarquez que la fonction est croissante 
dans IL Pourquoi ? 

La direction de la convexite de la courbe dans 
l’intervalle ]-°° ; 0[ est-elle differente de celle 
dans l’intervalle ] 0 ; °o [? 

Quelle est la position de la courbe de la 
fonction par rapport a ses tangentes dans 
l’intervalle ]-°° ; 0[. Est-ce que la pente de la 
tangent f '(x) croit ou decroit en croissance de 
x ? Que pouvez-vous deduire ? 

Quelle est la position de la courbe de la fonction par rapport a ses 
tangentes dans l’intervalle ]0 ; oo[. Est-ce que la pente de la tangent 

f '(x) croit ou decroit en croissance de x ? Que pouvez-vous deduire ? 

Convexite des courbes 



o Soit f une fonction derivable dans ] a , b [ , la courbe de la fonction 

est convexe vers le bas si f ' est croissante dans cet intervalle et 
'o5 

O convexe vers le haut si f ' est decroissante dans cet intervalle. 


Aides pedagogiques 

S calculatrice scientifique. 

; Logiciels de graphisme. 

J 


y ' 

k 














J 

y = 

f(x) 
















fa 









X 




y - 

i 


















ir< 

v = i 

flvt 





A 


\ 




s 

o 





X 



y 

r 







La courbe est convexe vers 
le bas. f 1 est croissante et sa 
derivee est positive 

f" (x) > 0 


La courbe est convexe vers le 
haut. f 1 est decroissante et sa 
derivee est negative 

f " (x)< 0 


Si la deuxieme derivee d’une fonction n’est pas nulle, on peut etudier la 
monotonie de la premiere derivee f '(x) et determiner les intervalles de 
convexite de la courbe de la fonction f 
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Unite 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe 


Etude de la deuxieme derivee pour determiner la convexite d'une courbe 


| Soit f une fonction derivable deux fois dans ]a ; b[ 

41 

.g 1 - Si f " (x) > 0 pour tout x e ]a ; b[ , alors la courbe de la fonction est convexe vers 
le bas dans ]a , b[ 

2 - Si f 1 1 (x) < 0 pour tout xe]a; b[ , alors la courbe de la fonction est convexe vers 
le haut dans ]a , b[ 


# 


Exemple 


Determination des intervalles de la convexite d'une fonction polyndme 

1 Soit f (x) = 2 - 3x 2 - x 3 . Determinez les intervalles de convexite vers le haut et vers le bas 
de la courbe representante f. 


Solution 

f est contenue et derivable pour 
f 1 (x) = - 6x - 3 x 2 , f" (x) = -i 

f"(x) = 0 pour x = -1 
Le tableau ci-contre montre: 
le signe de f " et les intervalles 
de convexite vers le haut 
et vers le bas de la courbe 
representante de la fonction f 
La courbe de la fonction est convexe vers bas dans l’intervalle ]-°° , -1[ et est convexe vers 
le haut dans l’intervalle ] - 1 , =c[ 

Q Essayez de resoudre 

© Determinez les intervalles de convexite vers le haut et vers le bas de chacune des courbes 
representantes chacune des fonctions suivantes : 
a f(x) = x 2 - 4x + 2 b g(x) = x 4 - 4x 3 



Technologie: En utilisant l’un des logiciels de graphisme, tracez la courbe representante des 

2 

deux fonctions f et g ou f(x) = yT , f(x) = x 3 . Determinez les intervalles de convexite vers la 
haut et vers le bas puis verifiez la reponse en utilisant l’etude de la deuxieme derivee. 


Remarquez que : la direction de convexite est variable de haut vers le bas ou de bas vers le haut 
en un point auquel la derivee seconde est nulle ou n’existe pas. 
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3-3 Trace de la courbe representative d’une fonction 


| Point d’inflexion 

i§ Soit f une fonction continue dans ]a , b[, c e ] a , b[ et une tangente de la courbe passe 
° par le point (c ; f(c)). Ce point est appele point d’inflexion de la courbe s’il change de 
convexite. 





Pour les courbes 1 ; 2 ; et 3, il existe des points P our * a courbe 4, il n’existe pas 

d’inflexion car la courbe est situee de part et d’autre du point d’inflexion car au point 

de la tangente passant par le point C C ne passe pas une tangente 

Remarquez que: 

1 - La tangente au point d’inflexion coupe la courbe de la fonction car la courbe est situee de 
part et d’autre de la tangente passant par le point d’inflexion. 


2- Dans la figure ci-contre II existe deux points 
d’inflexion de la courbe de la fonction f au point 
d’origine (0, 0) et l'autre au point B (2, f(2)). 


# Exemple 

2 Soit f(x) = • 


Convexite et point d’inflexion 

x 2 - 4 Si x < -2 

x 3 - 3x + 2 Si x ^ - 2 



Determinez les intervalles de convexite de sa courbe, trouvez les points d’inflexion et 
l’equation de la tangente. en ces points si elles existent. 

Solution 

La fonction f est definie par deux regies, son domaine est R. Elle est continue en x = -2 
f(-2) = f(-2) + = f(-2) = 0 

f ' / _ dm f(-2 + h) - f(-2) 

1 > ~ two- — 


lim 

h->0‘ 


h 

(-2 + h) 2 - 4 - 0 


h 


o- (h - 4) = -4 


f ' (-2 + ) = 


lim f(-2 + h) - f(-2) 


h->0+ 

lim (-2 + h) 3 - 3(-2 + h) + 2 - 0 
h^o+ u 


lim 

h->o+ 


( h 2 -6 h + 9 ) = 9 


f ’ C-2-) # f ' (-2 + ) 
2x 


f ' (x) = 




.'.la fonction n'est pas derivable en x = -2 
Si x < -2 


3x 2 - 3 Si x>-2 

n' existe pas Si x = -2 


[f (-2-) * f ' (-2 + )] 
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Unite 3: Comportementd’une fonction et trace de la courbe 


f " (x) = 


Si x < -2 


6x Si x > - 2 

Le tableau suivant montre le signe de f " et les intervalles de convexite de la courbe de la 
fonction. 


X 

-00 "j2 0 00 

Signe de f" 

n'existe 

+ pas " + 

Convexite de 
la courbe 




Intervalles de convexite : la courbe est convexe vers le bas 
dans ]-°o ; -2[ , ] 0 ,°° [ et ver le haut dans ]-2, 0[ 

Point d’inflexion : 

3 Le point ( -2 ; f(-2)) = ( -2 ; 0) n’est pas un point d’inflexion bien que la courbe change de 
convexite car il n’y a pas de tangente en ce point (f '(x) n’existe pas) 

3 Le point (0 ; f(0)) = (0; 2) est un point d’inflexion car la courbe est situee de part et d’autre 
de la tangente qui la coupe en ce point dont la pente = - 3 et son equation est y - 2 = 3x 
(comme montre la figure) 


Q Essayez de resoudre 

f (x + 3) 2 

2 Soit f (x) = 


3x 2 - x-" 


Si x < -1 
3 Si x ^ -1 

Determinez les intervalles de convexite de sa courbe, trouvez les 
points d’inflexion et l’equation de la tangente en ces points. 

Reflexion critique: La figure ci-contre represente la courbe de 
f "(x) dans ] -2; 5[ de la fonction continue f. 

3 Determinez les intervalles de convexite de la courbe de la 
fonction f s’ils existent. 

3 Y a -t-il des points d’inflexion de la courbe de la fonction f ? 
Expliquez la reponse. 

Etude de la deuxieme derivee pour les valeurs maximales ou minimales relatives 



CD 

E 

i— 

o 

'CD 


Soit la fonction f derivable deux fois sur un inter valle ouvert contenant c ou f ? (c) = 0 


1) Si f" (c) < 0 

2) Si f" (c) >0 

3) Si f" (c) = 0 


alors f(c) est une valeur maximale relative, 
alors f(c) est une valeur minimale relative, 
alors l’etude de la deuxieme derivee n’est pas suffisante 
pour determiner la nature du point (c ; f(c)) (soit maximale 
ou minimale). 
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X 
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C 





f (c) est une valeur f (c) est une valeur 

minimale relative maximale relative 

# Exemple 

3 ) En utilisant la deuxieme derivee, determinez les valeurs maximales et minimales relatives 
de la fonction f ou f(x) = x 4 - 8x 2 +10 

Solution 


Comme f est une fonction polynome, done elle est continue dans R 

f ' (x) = 4x 3 - 16 x = 4x (x 2 - 4), f" (x) = 12x 2 - 16 

f '(x) = 4x (x 2 - 4) = 0 la fonction a des points critiques en x = 0, x = 2, x = -2 

Etude de la deuxieme derivee pour determiner les valeurs maximales et minimales relatives: 


En x = 0 

f' 

1 (0) = -16 

< 

0 

f(0) = 10 

valeur maximale relative 

En x = 2 

f' 

1 (2) = 32 

> 

0 

1 

II 

rT 

to" 

valeur minimale relative 

En x = -2 

f' 

'(-2) = 32 

> 

0 

f(-2) = -6 

valeur minimale relative 


Q Essayez de resoudre 

3 En utilisant la deuxieme derivee, determinez les valeurs maximales et minimales relatives de la 
fonction f ou f(x) = x 3 - 3x 2 - 9x Verifiez la reponse en utilisant une calculatrice scientifique 


ou un logiciel de graphisme. 

Trace de la courbe representative d'une fonction polyndme 

Le calcul differentiel est utilise pour tracer la courbe 
d’une fonction. II depend de suivre le comportement 
de la fonction f(x) quand x varie dans un intervalle 
donne et la representation des couples (x ; y) dans un 
repere orthonorme ou y = f(x). On etudie ici le trace 
des courbes representants des fonctions polynomes 
de degre inferieur ou egal a 3c ’est -a-dire de la forme 
f(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d 

Pour tracer la courbe de la fonction f ou y = f(x), on 
suit le diagramme ci-contre comme ce qui suit : 

1 - La courbe de f est symetrique par rapport a l’axe des ordonnees si f est paire et symetrique 
par rapport au point d’origine si f est impaire. 

2- Etudiez le comportement de f en determinant les intervalles de convexite, points d’inflexion 
s’ils existent et les valeurs maximales et minimales relatives s’elles existent. 

3- Etablissez le tableau de croissance, decroissance et convexite pour determiner l’allure de la 
courbe et la nature des points critiques. 

4- Trouvez les points d’ intersection de la courbe avec les deux axes si cela est possible. 

5- Determinez quelques points particuliers appartenant a la courbe pour ameliorer le trace puis 
tracez la courbe. 


Domaine de f 


symetrie de 

f' (X) 

la fonction 



Points criciques 

I 


“►f" (x) 

I 

Convexite et 
point d'inflexion 

Intervalle de croissance 
et de croissnce 

i 

Valeurs maximales et -« 
minimale relatives 

>. Courbe de 

la fonction 


Intersection 
avec les axes 
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Unite 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe 


# 


Exemple 


Trace la courbe d’une fonction 

4 Tracez la courbe representative de la fonction f ou y = f(x) = x 3 - 3x 2 + 4 


Solution 

1 - f est une fonction polynome dont le domaine est R , Elle n’est ni paire ni impaire. 
2 - f ' (x) = 3x 2 - 6x = 3x (x - 2) , f " (x) = 6x - 6 = 6 (x - 1) 

f ' (x) = 0 , fa des points critiques en x = 0 et en x = 2 
f est croissante dans ] -oo , 0[ , ] 2 ,oo [ et decroissante dans ] 0, 2[ 

f"(x) =0 en x = 1 

f ' ' (x) < 0 dans ] -oo , 1 [ la courbe est convexe vers le haut dans , 


f"(x) > 0 dans ] 1 , oo [ la courbe est convexe vers le bas dans 
Le point (1 , f(l)) = (1 , 2) est un point d’ inflexion. 

3 - Le tableau suivant montre la croissance, decroissance et la convexite. 


X 

-00 0 1 2 oo 

1 1 1 

signe de f ' 

+ 

o 

o 

+ 

comportement de f 

— — — 

signe de f ” 

0 + 

Convexite 



y 

1 1 1 

4 2 0 


valeur minimale point valeur minimale 

relative d'inflexion relative 

4 - points d’ intersection avec les axes : (0; 4) , (2; 0) 

5 - L’ allure generale de la courbe de f 
Points particuliers ( -1 ; 0) ; ( 3 ; 4) 


Q Essayez de resoudre 




Tracez la courbe representative de la fonction f ou y = f(x) = 12x-x 3 


rfv) Exemple 

L’allure generale de la courbe d’une fonction 

5 Tracez T allure generale de la courbe de la fonction fou y = f(x) si 
1 - f est continue dans [1,7], f(l) = -2 , f(5) = 4 

2 - f 1 (5) = 0 , f 1 (x) > 0 quand x < 5 , f 1 (x) < 0 quand x > 5 

3 - f" (x) < 0 quand 1 < x < 7 
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(y Solution 

De 1 : on trace les axes. 

Les points (1; -2) ; (5; 4) 
appartiennent au domaine [ 1; 7]. 


y - 









4 









3 









2 









1 








X 


i 

i : 

: 3 

4 

5 

6 

; 


-1 









-2 









> 










De 2 : En x = 5 la tangente // l’axe des abscisses 
f est croissante dans ] 1; 5[ et decroissante dans 
]5;7[ 

De 3 : la courbe est convexe vers le haut dans ] 1 ; 7[ 



Q Essayez de resoudre 

5 Tracez Failure generate de la courbe de la fonction f ou y = f(x) si : 
1 - f est continue dans [ 0, °o[ , f(4) = 3 , f(0) = 1 

2 - f ' (x) > 0 quand x > 0 

3- f " (x) > 0 quand x < 4 , f " (4) = 0 , f " (x) < 0 quand x > 4 


Exemple 

Resolution d’equations 

6 Determinez a et b pour que le point (1, 12) soit un point d’ inflexion pour la courbe de la 
fonction f ou f(x) = ax 3 + b x 2 f 

O Solution 

v Le point (1 , 12) est un point d’inflexion de la courbe de la fonction 
.••f"(l) = 0 (1) , f(l) = 12 (2) 

f ' (x) = 3 a x 2 + 2 b x , f " (x) = 6 a x + 2 b 



de (1): 6 a + 2 b = 0 .\b = -3a 

de(2):a + b=12 .\a-3a=12 alors a = -6,b=18 


Q Essayez de resoudre 

6 Determinez a et b pour que le point (2, 2) soit un point d’inflexion pour la courbe de la 
fonction f ou f(x) = x 3 + a x 2 + b x 


WZ Activite 

Utilisation d'une calculatrice graphique. 
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Unite 3: Comportementd’une fonction et trace de la courbe 


Pour tracer la courbe de la fonction f ou f(x) = x 3 - 3x + 1 on suit les etapes suivante: 
1 - Appuyez sur menu puis choisissez graph, et Appuyez exe . 

2 - Ecrivez devant yi la fonction que veut 
tracer en appuyant sur les touches 
suivantes : 




A 



Commance -> (t,9,x) CZD CD CD CD (T,9,x) CD CD 

3 - Pour tracer la fonction Commancez par -> EXE A EXE 
le graphique apparait comme le 
montre la figure ci-contre. 

4 - Utilisez la touche (Q) pour Etudier la 
fonction et conjucturer la monotenite 
de la fonction et la convexite. 

Technologie : Comme c’est difficile de tracer les courbes 

representatives de quelques fonctions, 

vous pouvez utiliser le programme geogebra ou un autre logiciel de graphisme pour les tracer. 

La figure ci-contre montre la courbe representane de la 

fonction f ou f(x) = + ^ 


x 2 + 1 

Remarquez que : 

1 ) Points critiques : La courbe admet des points critiques en 
x = -1 et en x = 1 

Quand x = -1 f(-l) = 0 valeur minimale relative, 

Quand x=l f(l) = 2 valeur maximale relative. 

2 ) Intervalle de convexite : vers le haut dans : ] -oo ; -/T [ , ]0 ; /3~ [ 

vers le bas dans : ]-/3~ ; 0[ , ]/T ; oo[ 

3 ) Point d’inflexion : En x = - •J~T , la courbe est coupee par une tangente 

En x = *^3 - , la courbe est coupee par une tangente 

4 ) L’allure generate de la courbe : les extremites de la courbe se rapprochent de la droite 
y = 1 qui est appelee l’asymptote horizontale de la courbe representante f dont l’equation 



y = a ou a = 1™, 
Ixl - 


f(x) = mn 
1 Ixl - 


(x + l) 2 

X 2 + 1 


= 1 


Application : En utilisant l’un des logiciels de graphisme, tracez les courbes representatives des 
fonctions suivantes puis etudiez les proprietes de chacune d’elles: 


f(x) = 


4x 2 


x 2 + 3 


g(x) = 


x 2 - 4x 
x 2 - 4x + 3 
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W- 


Exercices 3-3 




i La figure ci-contre montre la courbe representante de la fonction f ou y=f(x). 
Completez : 

a Domaine f = 

b f ' (x) = 0 quand x 

© f" ( X ) > 0 quand x 

d la courbe est convexe vers le haut quand x e 

e la courbe admet un point d’ inflexion quand x € 
f la fonction a une valeur minimale relative en 


e 

£ . 


X =. 


9 la fonction a une valeur maximale absolue en 



Dans ce qui suit, determinez les intervalles de convexite de la courbe 
representante de la fonction f puis trouvez les coordonnees des points d’inflexion 
(s’ils existent): 


2 f (x) = 4 - 6 x - 3x 2 
4 f(x) = 15x + 6 x 2 - x 3 
® f(x) = 


x 2 + 3 


3 f(x) = x 3 - 3x 2 + 1 
5 f(x) = x 4 - 8x 2 + 16 
© f(x) = 


X 2 - 1 


x 2 - 4 


8 f(x) = 3 


9 f(x) = 


x 3 - 3x quand x < 0 


4x - x 2 quand x ^ 0 


1 0 Demontrez que la mesure de Tangle que fait la tangente au point d’inflexion de la courbe de 


la fonction f ou f(x) = 


X 77" 

est egale — 

1 - x 2 S 4 


11 Si la courbe representative de la fonction f ou f(x) = x ( x - 3) 2 admet une valeur 
maximale relative en Xj et valeur minimale relative en x 2 , demontrez que Tabscisse 
du point d’inflexion = Xl + * 2 

12 Determinez a et b pour que le point (1 ; - 1) soit un point d’inflexion de la courbe d’equation 
x 2 y + ay + bx 2 = 0 

Dans ce qui suit, tracez Tallure generale de la courbe de la fonction contenue f 
qui a les proprietes donnees: 


3 f(0) = 4 f(3) = 4 , f ' (x) < 0 pour tout x < 2 , f ' (x) > 0 pour tout x > 2 , f " (x) > 0 

4 f(l) = f(5) = 0 , f' (x) < 0 pour tout x < 3 , f' (x) > 0 pour tout x > 3 , f" (x) < 0 pour tout x ^ 3 
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Unite3:Comportementd’unefonction et trace de la courbe 

© f(-l) = 2 f(0) = 4 , f(l) = 0 , f ' (1) = f ' (-1) = 1 , f " (x) < 0 pour tout x < 0 , f " (x) > 0 pour 
tout x > 0 

1 6 f(3) = 4 , en x < 3 , f 1 (x) > 0 , f " (x) > 0 et en x > 3 alors f 1 (x) < 0 , f " (x) > 0 

Dans ce qui suit, etudiez le comportement de la fonction f puis tracez I’allure 
generate de sa courbe: 


1 7 f(x) = x 2 - 6x + 5 

© f(x) = 3 - x 2 

© f(x) = x 3 - 3x 2 + 3 

© f(x) = | x 3 - x + 2 

© f(x) = |x 3 -f x+1 

© f(x) = - x (x - 3) 2 

© f(x) = (2 - x) ( x +1) 2 

©f(x) = |(x+4)(x-2> 

f x 3 - 3x 2 quand x > 0 

© f(x) = 

© f(x) = x lx - 41 


x 2 - 2x quand x ^ 0 
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Modelisation mathematiques 

La prise d’une decision scientifique pour resoudre un probleme 
quelconque passe par quelques etapes: 

1 - Determination du probleme (but et Possibilites) . 


1 - Determination le but du probleme et ses variables (Interet maximum 
- cout minimum- aire maximale, ) 

2 - Determination les valeurs des inconnues du probleme pour arriver 
au but cherche. 

3 - Determination la relation entre les inconnues (equations - inequations). 

4 - formuler le modele mathematique (transformer le probleme sous 
une forme mathematique a resoudre). 

5 - Resolution du modele mathematique et interpreter ses resultats 


J la plus part des problemes de la vie si le but est d’obtenir la plus grande ou 
la plus petite valeur d’une variable quelconque dans le domaine des valeur 
extremales relatives ou absolues comme montre les exemples suivants. 


un rectangle tel qu’un de ses cotes est sur la base du triangle et 
les sommets du cote oppose sont situes sur les deux autres cotes 
du triangle. Determinez les dimensions du rectangle qui a la plus 
grande aire possible. 


mathematique 2 - Developper un modele conceptuel ou de la perception pour conjurer 




3 - Trouver un modele scientifique convenable. 

4 - Resolution du modele et prendre 


d’une decision. 


Cr Vocabulaires 
de base 

; modelisation 
mathematique 


La modelisation mathematique 
est la formulation du probleme 
quelconque selon des relations 
mathematiques qu’on appelle 
modele mathematique 


resolution du modele 


I 


I 


Le diagramme ci-contre resume 
le modele mathematique: 


evaluer les resultants et 
determination des altervatures 


Aides pedagogiques selon la nature du probleme. 


; calculatrice scientifique 6 - Identifier les alternatives disponibles si le probleme a plus qu’une solution, 

j logiciel de graphisme Le calcul differentiel nous aide a resoudre le modele mathematique pour 



Etude de la derivee premiere 

1 Dans un triangle de 16 cm de base et 12 cm de hauteur, on trace 


Etude de la derivee premiere 


82 


Livre de mathematique pure calcul differentiel et integral 


2016 - 2017 



Unite 3: Comportement d’une fonction et trace de la courbe 


^Solution 

1 - Pour calculer la plus grande aire, on trace une figure selon l’hypothese et les conditions du 
probleme. 

2 - Determination les variables (inconnues) en posant que la largeur du rectangle = x cm ; sa 
longueur = y cm et son aire = A cm 2 

3 - Determination la relation entre les variables (modele mathematique) 

Aire du rectangle A = x x y 

4 - Mettez le modele mathematique sous forme 
d’une seule variable si c’est possible 

y _ AD _ 12 - x 
l6~ AB 12" 


(de similitude des triangles) 


••• y = f (12-x),xe [0,12] (1) 

Aire du rectangle A = j x ( 12 - x) 

A = f(x) = 16 x- j x 2 (2) 

5 - Resolution du modele mathematique : En derivant les membres de la relation (2) par 
rapport a x. 

••• f'(x) = 16-| x,f"(x) = -| 



f 1 (x) = 0 pour x = 6 le point (6; f(6)) = (6 ; 8) est un point critique 

x = 16x1 = 6 et f " ( X ) <0 

O 

fa une valeur maximale absolue en x = 6 . Les dimensions du rectangle qui a la plus 
grande aire possible sont 6 cm et 8 cm 

Q Essayez de resoudre 

1 Trouvez la plus grande aire possible d’un triangle isocele qu’on peut tracer dans un cercle de 
12 cm de rayon. 

Exemple 

N-' Calcul du cout minimum 

2 ) Une cellule de grains sous la forme d’un cylindre droit de demi-cercle de couvercle est 

fabriquee d’elargir 108#m 3 de grains (elargissement est dans la partie cylindrique 
seulement), Si le cout d’une unite d’aire du couvercle est le double de celui de la face 
laterale. Trouve les dimensions de la cellule pour que le cout soit minimum? 

^ Solution 

1 - Pour calculer le plus petit cout, on trace une figure selon l’hypothese 
et les conditions du probleme. 

2 - Determination les variables (inconnues): en posant que la hauteur du 
cylindre = h metre, la longueur du rayon de sa base = r metre et le cout 
d’une unite d’aire de la face = c L.E. Done le cout d’une unite d’aire de 
couvercle = 2c L.E et le cout total = k L.E. 
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3- Determination la relation entre les variables (modele mathematique): 

Aire du cylindre = perimetre de la base x h = 2 7lx\\ unite d’aire 
Aire de demi-spherique = j aire de la sphere = 27Tr 2 unite d’aire 

Cout total k = 2 TTrh x c + 2 Tlx 2 x 2 c = 2 Tlx c (h + 2r) 

4- Mettez le modele mathematique sous forme d’une seule variable : 

108 

V Volume de la partie cylindrique = 108 71 .'. 7lx 2 h = 1 08 71 d’ou h = ~pr 

108 

Cout total k = 2 Tlx c (~p~ + 2r) 
k = f(r) = 216 Tic r" 1 + 4 Tic x 2 

5- Resolution du modele mathematique : f' (r) = -2\6 Tic r 2 + 8 Tic r 

A 1 /" 

Point critique : f' (r) = 0 r 3 = — 22 d’ou r 3 r = 3 (un seul point) 

O 

Etudiez de la deuxieme derivee: 

v f 1 1 (r) = 43 2# cr 3 + 871 c f ' ' (3) > 0 

1 08 

Si la longueur du rayon de la cellule est 3 m et sa hauteur est = 12 m. le cout est minimum 

Q Essayez de resoudre 

2 On veut peindre, a l’aide d’une matiere isolante, l’interieure d’un reservoir sous la forme 
d’une boite fermee de capacite 252 metres cube dont la base est un carree. Si le cout de la 
base est 50L.E par metre carre , celui du couvercle est 20 L.E et celui de la surface laterale 
est 30 L.E. Trouvez les dimensions de la boite pour que le cout soit minimum. 


Exemple 

v-' Application de la vie 

3 Un mur vertical de 2 m de hauteur se trouve a 2 m d’une maison. Determinez l’echelle la 
plus courte, reposant sur le mue vertical, qui va du sol jusqu’a la facade de la maison. 


Solution 

1 - Pour calculer l’echelle la plus courte, on trace une figure selon l’hypothese et les conditions 
du probleme. 

2- Determination des variables inconnues: 

en posant que la hauteur de l’echelle = L metre, le sommet de l’echelle s’eloigne du sol de 
y metre et le bas de l’echelle s’eloigne du mur de x metre. 

3- Moderation du probleme : 

D’apres le theoreme de Pythagore : 

L 2 = ( x + 2) 2 + y 2 (1) 

D’apres le similitude : — = x + - 

2 x 

. . y = = 2 + 4 x 1 (2) 

x 

Pour trouver l’echelle la plus courte, il faut que ft- soit 
minimum 2m x 
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4 - Resolution du modele mathematique en derivant les relations (1) et (2) par rapport a x. 


(I 2 ) = 2 ( x + 2) x 1 + 2 y 


dx 
d 

dx 

Point critique 


dy 

dx 


(l 2 ) = 2 ( x + 2) + 2 ( 2x + 4 ) 


dy _ -4 

dx x 2 

= 2 (x + 2 ) (l - -Jr) 


dx 


(l 2 ) = 


zero 


x = -2 refuse ou = 1 

x 3 

Quand x = 2, l 2 est la plus petite possible 
d'apres l'etude de la derivee premiere de croissance et 

4 'J2\ 


X 

\ 

2 

Signe de^ 

(?) 

- 

+ 

? 




decroissance, on remarque que le signe de 
change de - a + 

quand x = 2 ; C 2 la plus petite possible 

En substituant en (2) 

En substituant en (1) 

? = ( 2 + 2) 2 + (4) 2 = 32 


d x 


(?) 


2x2+4 „ 

y = — o — = 4 


1 = 4/2 


L’echelle la plus courte, reposant sur le mue vertical, qui va du sol jusqu’a la facade de la 
maison est 4 fl metres 

Q Essayez de resoudre 

3 Dans un repere orthogonal, on trace AB qui passe par le point C(3 ; 2) et coupe les axes aux 
points A et B. Demontrez que la plus petite aire du triangle AOB est egale a 12 unite d’aire 
ou O est le point d’origine. 

Exemple . 

Ipr Secteur circulate 

4 Une plaque metallique sous la forme d’un secteur circulaire d’aire 16 cm 2 . Trouvez la longueur 
du rayon du secteur pour que le perimetre soit minimum puis trouvez la mesure de son angle. 

r Solution 

Soit la longueur de l’arc du secteur / cm , la longueur de son rayon = r cm 

Perimetre du secteur P = 2 r + / (1) 

i 32 

v Aire du secteur = l r = 16 I = — 

^ r 

En substituant en (1) P= 2r + — (2) 

r 

derivant la relation (2) par rapport a r 

dP = 32 d 2p = _64_ 

dr r 2 ’ dr 2 ^3 

— = 0 pour r = 4 et c Uj > > 0 
dr dr 4 

Quand r = 4 le perimetre du secteur est minimum 

1 o rd 16 x 2 

v Aire du secteur = /r 2 6 6 = — — — = 2 rd 

2 4x4 
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Q Essayez de resoudre 

4 Si le perimetre d’un secteur circulaire =12 cm, trouvez la mesure de son angle pour que son 
aire soit maximale. 


© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


m 


Exercices 3-4 




Trouvez deux nombres dont la somme est 30 et le produit est maximum. 

La somme des deux nombres entiers positifs est 5, trouvez ces deux nombres de fa§on a ce 
que la somme du cube du plus petit et le double du carre de 1’ autre soit minimale. 

Si la somme d’un nombre positif et son inverse est le plus petit possible, trouvez ce nombre. 

Trouvez la plus grande aire d’un terrain rectangulaire entoure par une cloture de longueur 
120 metres. 


Le perimetre d’un secteur circulaire est 30 cm et son aire est la plus grande possible. Trouvez 
la longueur du rayon de son cercle. 

Si la somme des longueurs des aretes d’une boite rectangulaire de base carree est 240 cm. 
Trouvez ses dimensions pour que son volume soit maximum. 

Si la longueur de Thypotenuse d’un triangle rectangle est egale a 10 cm. Trouvez les 
longueurs des cotes de Tangle droit pour que son aire soit maximale. 

Un champ ouvert borde d'un cote d’une riviere droite. Selectionnez comment mettre une cloture 
autour des autres aspects de la piece rectangulaire de le terre du champ pour capturer la plus 
grande surface (aire) possible par 800 metres de cloture. Quelle est l’air de ce terraine ? 

On veut fabriquer des boites de boissons cylindriques fermees dont la capacite de chacune 
d’elle est k unites de volume a l’aide de la moindre materielle. Trouvez le rapport entre la 
hauteur de la boite (h) et la longueur du rayon de sa base(r) 

Trouvez la plus grande aire d’une cour sous la forme d’un rectangle de perimetre 420 metres. 

La longueur de Thypotenuse d’un triangle rectangle est egale a 30 cm. Trouvez les longueurs 
des deux autres cotes si la perpendiculaire abaissee du sommet de Tangle droit a Thypotenuse 
est la plus grande possible. 

Un papier cartonne sous la forme d’un rectangle de dimensions 15 cm ; 24 cm. On decoupe 
quatre carres identiques de longueur de cote x cm dans chacun de ses coins et on a construit 
une boite sans couvercle avec le reste. Determinez les dimensions de la boite pour que son 
volume soi maximum. 


Un reservoir de base carree et de faces verticales qui peut etre rempli par une certaine quantite 
d’eau. Demontrez que le cout de peindre Tinterieur du reservoir par une materielle isolante est 
minimum si la longueur de sa hauteur est egale a la moitie de la longueur du cote de sa base. 
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Unite3:Comportementd’unefonction et trace de la courbe 

14 Trouvez le point de la courbe d’equation y = ^ x 2 - 4 le plus proche du point (0 ; 5). 

15 Trouvez la distance la plus courte entre la droite x - 2y + 10 = 0 et la courbe y 2 = 4x 

16 ABC est un triangle ou a ' et b' sont constants. Trouvez la mesure de Tangle compris entre 
eux pour que l’aire du triangle soit maximale. 

17 L’intensite du courant I (en amperes) dans un circuit de courant alternatif en un instant 
quelconque t (en seconds) est donnee par la relation 1=2 cos t + 2 sin t. Quelle est la valeur 
maximale du courant dans ce circuit ? 

18 Le volume d’une ferine de bacteries placee dans un milieu nutritif se developpe selon de 

la relation : f(n) = 2000 + * ou t est le temps (en heures). Determinez la valeur 

100 + t 2 

maximale de la ferme. 

19 ABCD est un carre de 8 cm de longueur du cote, M e BC tel que B M = x cm et N e CD 
tel que C N = — x. Trouvez la valeur de x pour que Taire du triangle AMN soit minimale. 

20 AB est un diametre d’un cercle de rayon R. On trace deux tangentes au cercle en A et B. E 
est un point sur le cercle, la tangente passant par E coupe les tangentes precedentes en D et 
C respectivement. 

Demontrez que la plus petite aire du trapeze ABCD est egale a 2r 2 unite d’aire. 
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Etude de la monotonie d'une fonction a I'aide de la derivee premiere: 

Theoreme : Soit f une fonction derivable sur ]a , b[ : 

1 - Si f 1 (x) >0 pour tout x e ]a ; b [ alors f est croissante dans ]a ; b[. 

2 - Si f 1 (x) <0 pour tout x e ]a ; b [ alors f est decroissante dans ]a ; b[. 

Point critique: 

Soit f une fonction continue dans ]a ; b[ on dit que (c ; f(c)) est un point critique s’il verifie l’une 
des deux conditions suivantes c e ]a , b[ , f '(c) = 0 ou f ' n’est pas derivable en x = c 

Valeurs maximale et minimale relative 

Soit f une fonction contenue dans un intervalle I , cel, alors: 

1- f atteint une valeur maximale relative en x = c, si f(x) < f (c) pour tout x e ]a , b[ ou 
]a , b[ C I 

2 - f atteint une valeur minimale relative en x = c , Si f(x) > f (c) pour tout x e ]a , b[ ou 
]a , b[ C I . 

Etude de la derivee premiere pour determiner les valeurs maximales et minimales relatives: 

Si f(x) est contenue en x = c et (c ; f(c)) est point critique ou c e un intervalle ouvert 

1- Sif'(x) > 0 pour tout x < c , f'(x) < 0 pour tout x > c , alors f(c) est une valeur maximale relative. 

2 - Sif'(x) 0 pour tout x c , f'(x) < 0 pour tout x > c , alors f(c) est une valeur minimale relative. 
Theoreme: Si f est derivable dans ]a , b[ et elle atteint une valeur maximale ou minimale relative 
en c € ]a , b[, alors f '(c) = 0 ou f '(c) n’existe pas 

Les valeurs extremales d'une fonction dans un intervalle ferme: 

Theoreme: Si la fonction est continue dans [a , b ], alors la fonction atteint une valeur maximale 
absolue et une valeur minimale absolue dans [a , b]. 

Convexite des courbes 

Soit f une fonction derivable dans ]a , b[ , la courbe de la fonction est convexe vers le bas si f 1 
est croissante dans cet intervalle et convexe vers le haut si f 1 est decroissante dans cet intervalle. 


Etude de la deuxieme derivee pour determiner la convexite d'une courbe 
Theoreme : Soit f une fonction derivable deux fois dans ]a , b[, alors: 



1 - Si f " (x) > 0 pour tout x e ]a , b[, alors la courbe de la fonction est convexe vers le bas 
dans ]a , b[. 

2 - Si f " (x) < 0 pour tout xe]a, b[, alors la courbe de la fonction est convexe vers le haut 
dans ]a , b[. 
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Point d'inflexion 

Soit f une fonction continue dans ]a , b[, c e ] a , b[ et une tangente de la courbe passe par le 

point (c ; f(c)). Ce point est appele point d’inflexion de la courbe s’il change de convexite. 

Etude de la deuxieme derivee pour les valeurs maximales ou minimales relatives 

Theoreme: Soit la fonction f derivable deux fois sur un intervalle ouvert contenant C ou f 1 (c) = 0 

1 - Si f " (c) < 0 alors f(c) est une valeur maximale relative. 

2 - Si f " (c) > 0 alors f(c) est une valeur minimale relative. 

Courbes representatives des fonctions polyndmes 

Pour tracer la courbe de la fonction f ou y = f(x), on suit les etapes suivantes: 

1 - La courbe de f est symetrique par rapport a l’axe des ordonnees si f est paire et symetrique 
par rapport au point d’origine si f est impaire. 

2 - Etude du comportement de f en determinant les intervalles de convexite, points d’inflexion 
s’ils existent et les valeurs maximales et minimales relatives s’elles existent. 

3 - Etablissez le tableau de croissance, decroissance et convexite pour determiner l’allure de la 
courbe et la nature des points critiques. 

4 - Trouvez les points d’ intersection de la courbe avec les deux axes si cela est possible. 

5 - Determinez quelques points particuliers appartenant a la courbe pour ameliorer le trace puis 
tracez la courbe. 
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fa Exercices generaux 

Choisissez la bonne reponse parmi les proposees 

© Si f: [-2, 4] — > E , f(x) = x 3 - 3x, alors le nombre des points critiques est egal a: 

@0 ®1 ©2 d 3 

2 La fonction f atteint une valeur minimale relative si f(x) est egale a: 

a 2 x -1 ®x 2 +l ©x 3 d -x 3 

3 La courbe de la fonction f est convexe vers la bas E si f(x) est egale a: 

® 3 - x 2 ® 3 - x 3 © 3 - x 4 d 3 + x 4 

4 Si la courbe de la fonction f a un point d’inflexion en x = 2 ou f(x) = x 3 + K x 2 + 4 , alors la 
valeur de k est : 

® -6 b -3 ©3 @6 

5 La fonction f atteint une valeur maximale relative si f(x) est egale a: 

® x 2 - 2 b x 3 + 1 © x 3 + 3x ® x 4 - 2x 2 

Dans ce qui suit, determinez les intervalles de croissance et de decroissance 
de la fonction : 

6 f(x) = ( x - 3) 2 7 f(x) = 2x 3 - x 2 8 f(x) = (x + 4) 3 

® f(x) = 5 + 4 x - x 2 © f(x) = x 2 (x - 2) © f(x) = x 4 - 4x 3 

© f(x) = 1 + 1 © f(x) = -J— © f(x) = VTTT 

Dans ce qui suit, determinez les intervalles de convexite vers le haut et vers le 
bas ainsi que les points d’inflexion s’ils existent : 

15 f(x) = ( x - l) 2 16 f(x) = x 3 - 3x 2 17 f(x) = x 3 - 6x 2 + 9 

® f(x) = x 3 - 12x + 7 © f(x) = 6x 3 - x 4 © f(x) = x 2 - JL 

X 

Dans ce qui suit, determinez les valeurs extremales relatives de la fonction f: 

@ f(x) = 4 - 6x - x 2 © f(x) = 2x 3 - 3x 2 + 7 © f(x) = x( x - 2) 2 

© f(x) = x 4 - 8x 2 + 8 © f(x) = 1 © f(x) = x2 " 3 

© f(x) = X ' 4 © f(x) = V (X - 2) 2 ® f(x) = ^ x 2 - 4 

X y 

Dans ce qui suit, determinez les valeurs extremales absolues de la fonction f 
dans I’intervalle donne: 

® f(x) = x 3 - 9 [0,2] © f(x) = x 3 - 12 x + 16 [-3 , 5] 

© f(x) = x 4 + 2 [-1,2] © f(x) = 2x 4 - x 2 +1 [-1 , 1] 

© f(x) = x(x 2 - 12) [-1 , 4] © f(x) = (x - 1) (x - 2) 2 [0 , 5] 
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x 3 - 3x 2 when x ^ 0 


[-3, 3] 


® f(x) 


x 2 - 2x when x > 0 


Tracez I’allure generale de la courbe representative de la fonction continue f 
verifiant les conditions donnees: 

f (4) = 3 , f ' ( 4) = 0 et f " (x) < 0 pour tout x. 

@> f (2) = 5 , f' ( 2) = 0 , f" (x) > 0 pour x < 2 et f " (x) < 0 pour x > 2 

® f (-3) = 8 , f(0) = 4 , f (3) = 0 , f ' (x) > 0 pour x < -3 et x > 3, f" (x) < 0 et x < 0, 

f " (x) > 0 pour x > 0 

f (0) = 3 , f ' (2) = f ' (-2) = 0 , f ' (x) < 0 pour -2 < x < 2 , f " (x) < 0 pour x < 0 et , 
f " (x) > 0 pour x >0 


Tracez I’allure generale de chacune des courbes suivantes en determinant les 
valeurs extremales relatives et les points d’inflexion s’ils existent : 


f(x) = 4 - x 2 

f(x) = x 2 - 4x + 3 

43 f(x) = x( x + 3) 2 

f(x) = j x 3 - 4x + 

f(x) = 2 x 3 - 9x 2 + 12 x - 2 

f(x) = 5 + 3x - x 3 


47 Trouvez les valeurs de a ; b ; c ; d pour que la courbe d’equation y = ax 3 + bx 2 + cx + d 
ait une valeur maximale relative au point (0 ; 6) et une valeur minimale relative au point 
(1 ; 5), puis tracez la courbe. 

48 On forme un rectangle avec un fil de longueur 20 metres. Quelles sont les dimensions du 
rectangle d’aire maximale ? 

49 Dans la figure ci-contre A B C D est un rectangle: d 

a Demontrez que la figure EFGH est un 5 . x 
parallelogramme 
dont l’aire A = 2x 2 - 16 x + 60 

b Trouvez la plus petite valeur possible de c 
l’aire A. 

50 On forme un cone circulaire droit de h cm de hauteur 
par le pliage d’un papier cartonne sous la forme d’un 
secteur circulaire dont le rayon de son cercle est egal a 
15 cm. Montrez que le volume du cone est donne par 

la formule : V = h (225 - h 2 ) , 
puis trouvez le plus grand volume possible du cone. 
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On veut mettre un cylindre circulaire droit dans une sphere d’interieur vide de rayon interieur 
10 cm. Trouvez la hauteur du cylindre quand son aire laterale est maximale. 

Demontrez que : 1’ inequation 




1 


est verifiee pour tout xeR;a>0,b> 


y > 

V J 4y 

= > 











l 

N 





A 



cr y2 

= 4x 



























X 

Q 

^ 1 


l • 

i ^ 

\ 5 

1 




ax 2 + b 2/ab 

Soit C le point d’ intersection des deux courbes d’equations 
y 2 = 4x , 4y = x 2 , le point A d’abscisse 2 est situe sur la 
courbe y 2 = 4x le point B(x ; y) est situe sur la courbe 
4y = x 2 entre O et C . Trouvez la plus grande aire possible 
du triangle OAB. 

Un reservoir couvercle d’eau sous la forme d’un parallelepipede rectangle de base carree de 
2x de longueur du cote et sa hauteur x surmonte d’un cylindre circulaire droit. La longueur du 
diametre de sa base est 2x et sa hauteur est y. Si le volume total du reservoir est egal a 27 metre 
cube, calculez la valeur de x pour que l’aire du reservoir soit minimale. 
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Epreuve cumulative 




1 La figure ci-contre montre la courbe representative de f "(x), completez : 

a la courbe representative de f est convexe vers le haut quand 
x e 

b la courbe representative de f a un point d’inflexion pour 
x = 

c si f' (-1) = f' (5) = 0, alors la fonction f a une valeur 
maximale relative en x = 

d la fonction f est decroissante pour tout x e 

2 Si f ' (x) = a x + b ou a < 0 

a Etudiez F existence de valeur extremale de la fonction f en determinant sa nature s’ils existent. 

b Determinez les intervalles de croissance et decroissance de la fonction f quand 
a = -2 et b = 5 



3 Determinez l es points c ritiques et les intervalles de croissance et decroissance de la fonction 
f ou f(x) = 1/ (x 2 - l) 2 

4 Si f(x) = x 3 - 6x 2 + 12x , etudiez l’existence des points critiques de la fonction f , determinez 
les intervalles de convexite vers la haut et vers le bas , points d’inflexion s’ils existent puis 
tracez Failure generale de sa courbe. 


5 Tracez Failure generale de la courbe de la fonction f ou y = f(x) si: 
f est continue dans le [-1 , 5] , f(l) = f(3) = 0 , f ' (2) n’existe pas , 
f ' (x) > 0 quand x < 2, f ' (x) < 0 quand x > 2 , f " (x) > 0 quand x ^ 2 


6 Soit f une fonction derivable sur R, f(x) 


2x 2 + a x + b 

Si 

X>1 

3x - x 2 

Si 

X < 1 


a Trouvez les valeurs de a et de b 

b Determinez les intervalles de convexite vers le haut et vers le bas et les points d’inflexion 
s’ils existent. 

7 Si la somme des deux composantes de l’ensemble des couples (x ; y) des nombres entiers 
non negatif est egale a 5 . Trouvez le couple dont le produit du carre de la premiere composante 
par le cube de la deuxieme composante est maximum. 

8 La figure ci-contre montre la courbe representative 
de la fonction f et la droite L. Si la droite BC est 
parallele a l’axe des ordonnees et coupe la partie 
positive de l’axe des abscisses ; la droite L et la 
courbe de f en B ; C ; D respectivement, trouvez les 
coordonnes du point B pour que CD soit maximum. 
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Unite 


Integral finie et ses 
applications 


iL 


J J Introduction de l'unite 


Avez-vous vu un artisan de paniers fait une de ses paniers? Le processus d'assemblage des tranches 
paralleles cote a cote conduit de completer le panier. Cela a aide les scientifiques de decouvrir les 
methodes generates d'estimation de la superficie de toute surface plane, en divisant cette region 
en tres petites zones, puis par additionner les aires de ces petites zones, permettre d’estimer l’aire 
de la surfaces demode, ce qui a contribute a la decouverte la science de 1' integral, qui sera note 
par f, qui est la premiere lettre du mois (Somme), qui signifie l’additionne. Dans cette unite on va 
connaitre les differentes methodes d’integration infinie comme integral par substituions et integral 
par partition pour trouver les primitives des fonctions continues puis reconnaitre l’integral finie a 
travers le theoreme fondamentale de la differentiation et l’integration qui relie entre l’integral finie et 
infinie en utilisant l’integral finie pour calculer les aires d’une region plane et le volume d’un solide 
de revolution , et connaitre quelques applications economiques de 1’ integral finie et utilisation de la 
modelisations pour resoudre quelques problemes mathematiques et quotidiennes. 


J “* Objectifs de l'unite 


A la fin de cette unite et apres avoir execute les activites, l’eleve doit etre capable de: 


■$- Connaitre quelques methodes de calcul integral, 
comme substituions non trigonometrique, 
integral par partition / x e x d x 

Connaitre 1 ’ integral des fonctions trigonometriques 
et les tables des integrations fondamentales. 

■$ Connaitre 1’ integral finie (theoreme fondamentales 
de la differentiation) et deduire ses proprietes. 

♦ h f f(x) dx = - a / f(x) dx 

♦ a f f(x) dx = 0 

♦ a / k f (x) dx = k a/ f (x) dx 

♦ a/ [f (x) ± g(x)]dx 

= a / f (x) dx± a / g (x) dx 

♦ a / f(x)dx + h / f (x)dx = a f° f (x)dx 

J a 0 ra 

f(x) dx = 2 Q J f(x) d x ou f est une 


fonction paire . 

a 

f (x) dx = 0 ou f est une fonction impaire . 

■0- On utilise 1’ integral finie pour resoudre des 
problemes des aires 

^ Determiner l’aire de la region compris entre la 
courbe d’une fonction et l’axe des abscisses, ou f(x) 
non negative pour tout x apparient a l’ensemble de 
definition 

■0- Determiner l’aire de la region compris entre deux 
courbes 

■0- On utilise 1’ integral finie pour resoudre des problemes 
pour trouver le volume d’un solide de revolution par 
rapport a l’un des axes des coordonnees 



J Vocabulaires de bas 


Derivee reciproque 
Integral infinie 
Differentiation 
Integral par substitution 
(changement de variable) 
Integral par partition 


Regie 

Fonction trigonometrique 
Integral finie 

Theoreme fondamentale de la 
derivation et integration 
Les aires dans le plan 


Volume de solides de 
revolution 


J “* Lemons de l'unite 


Legon (4-1) : Les methodes d’ integrations 

Legon (4-2) : Integrations de fonctions trigonometriques 

Legon (4-3) : Integral finie 

Legon (4-4) : Les aires dans le plan 

Legon (4-5) : Volume de solides de revolution 


Aide pedagogique L 


Calculatrice scientifique 
Logiciel de graphisme 
L’ internet. 




fondamentale de 
Integration 





4-1 



J J Methodes ^’integrations 


«P Allez apprendre 


£ trouver la fonction 

principale d’une fonction 
donnee. 

£ trouver la differentiation 
d’ une fonction 
£ calcule 1’ integral par 

substitution 

£ calcule 1’ integral par 

partition 


Vocubulaires de base 


£ Derivee reciproque 

£ Integral infinie 

£ Differentiation 


Introduction 

D’apres votre etude precedant, vous avez 

etudie la derivee reciproque ou 1’ integral 

infinie, qui est une operation reciproque de 

la derivation. On dit que la fonction F est une 

primitive de la fonction f dans l’intervalle I si 

: — F(x) = f (x) pour tous x e I 
dx 

Quand on ajoute une constante a la fonction 
reciproque F, elle sera representee par une 
famille de courbes y = F (x) + c , qui ont des 
valeurs differentes de c et les pentes de leur tangentes sont egales , pour 
cela elles sont paralleles comme montre la figure ci-contre. On appelle 
les groupes des derivees reciproques par F integral infinie, qui sera note 
par : If (x) dx, et on a: 

/ f(x) dx = F (x) + c 



Proprietes de I’integral infinie : 


Soient f et g deux fonctions integrates dans l’intervalle I, alors : 

1 - / [f (x) ± g (x) ] dx = / f (x) dx ± f g (x) dx 

2 - /k f (x) dx = k If (x) dx ou k est un nombre reel 


^Aide pedagogique 


; Calculatrice 


Remarquez que : 

r x 

J x n dx= + c ou n ^ -1 c est une constante 

n +1 


scientifique - Logiciel 
de graphisme 

J 


Par exemple 

f( 3x 2 + 4x + 5) dx = x 3 + 2x 2 + 5x + c 

3 Pour calculer les primitives, on a besoin de savoir quelques formes 
standard d’ integrations des quelques fonctions, mais par fois les 
integrations demondees sont differentes des formes standard, pour 
ce la on doit connaitre d’autres methodes d’ integrations parmi les 
quelles Integral par substitution et Integral par partition qui dependu 
de la differentiation. 
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Unite: Integral finie et ses applications 


Differentiation 

Si f est une fonction derivable tel que y = f (x) 

De la definition de la derivee : 

d y _ f ' r x \ _ lim _ lim f(x + Ax) - f(x) 

dx Ax^O Ax Ax->0 x 

Ay 

quand A x > 0 , alors : — > f ' (x) 

Ax 

c-a-d.: — ~ f ' 1 (x) quand A x ~0 , A x ^ 0 

Ax 

Ay ~ f ' (x)Ax (En multipliant par Ax) 



I Soit f une fonction derivable sur un intervalle ouvert qui contient x , A x designe la 
variation en x ou A x ^ 0 , alors 
1 - Differentielle de y ( est note dy ) = f ' (x) A x 
2 - Differentielle de x ( est note dx ) = A x 


D’ou : 



gGi) Exemple 

Differentielle d’ une fonction 

1 Trouvez la differentielle dans ce qui suit : 


a y = A- 

x-1 

© y = z . / 

Solution 


b V = 4 


71 r i 


ou z et g sont des fonctions en x 


© v dy = y' d x , y = = 1 + — L = 1 + (x - l)' 1 

X-1 X-1 


/. dy = 


d x 


(x - l ) 2 

© v dV = V'dr 
c v d y = (z • g)' d x 

= (z • g' + g • z' ) d x 
= z»g' dx + g • z' dx 
dy = zdg + gdz 


dY = ~^n x 3r 2 dr = 4^r 2 dr 


emarque que 


d g = g dx 
d z = z'd x 


o 


f" 
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4-1 Methodes d’integrations 

Q Essayez de resoudre 

1 1) Trouvez la differentielle dans ce qui suit : 

a y = (2x + 5) 4 b y = e 2x ' 3 

© y = — ou z et g sont des fonctions en x 
g 

Pense critique : Si X 2 + X 2 = 25 trouvez : dy en fonction de x ; y et dx 



Primitives usuelles 

II n’y a pas de methode generate pour calculer les primitives de differentes fonctions comme 
les methodes pour calculer les derivees des fonctions. Pour un grand nombre de fonctions, 
on trouve une primitive par (lecture inverse) du tableau des derivees, tous sa depend de vos 
connaissances des derivations des quelques fonctions ; comme montre dans le tableau suivant : 


Tableau des derivees et des primitives de quelques fonctions usuelles 

© (x n )= nx n_1 nel 

dx 

r x n+1 

Jx n dx= + c neIR-{l} 

n +1 

© (sin x) = cos x 
dx 

f cos x d x = sin x + c 

© (cos x) = - sin x 
dx 

/sin x d x = - cos x + c 

d f v 9 , 2n + 1 ry 

(tg x) = sec z x , x ^ 71 , neZ 

dx 2 

/sec 2 x d x = tg x + c , 2n+1 n 

© (e x ) = e x 
dx 

/e x dx = e x + c 

©(a x )=a x lna a >0,a^l 

dx 

/a x dx= 1 a x + c a>0,a^l 

In a 

© (In x ) = © X > 0 

dx x 

/_!_ d x = In Ixl + c x 

x 


Integral par substitution 

De plus importants methodes pour trouver 
1’ integral du produit de deux fonctions 

a la forme : If (g (x)) g' (x) d x 

Si z = g (x) est une fonction derivable 
alors dz = g'(x)dx et on a : 
f f (g (x)) g' (x) d x = If (z) d z 

Z> Pour effectuer la primitive on suit le 
diagramme ci-contre : 
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Unite: Integral finie et ses applications 


Exemple | n ^g ra | p ar substitution 

2 2) Trouvez 


a f x 3 (2 x 4 - 7) 5 d x 

b r 1+4 

(x 2 +8x) 3 

Solution 

a soit z = 2x 4 - 7 

d z = 8x 3 d x 

z 

dz 

f x 3 (2x 4 - 7) 5 d x = y /( 2x 4 - 7 ) 5 ( 8x 3 d x ) 


= 7T fz 5 d Z = z 6 + c 

8 8x6 


= 4^(2 x 4 - 7) 6 + c 

b soit z = x 2 + 8x 


d z = (2x + 8) d x = 2 (x + 4) d x 


/- 


(x 2 + 8x) 3 


x + 4 _ J_ r 2(x +4) dx _ j r 1 , 

v ‘ 2 4. Bvtf x -2 ( x 2 + 8 x)3 ~2 J ^r z 

= y fz ' 3 d z = — - — z' 2 + c 
z 2 x -2 


-1 


4(x 2 +8x) 2 


Q Essayez de resoudre 

2 Trouvez I 

® / 3x (x 2 + 3) 4 d x 


+ c 


b f- 


(x 3 - 4) 5 


& Exemple 


d x 


Integral par substitution 


3 Trouvez 


a fx (x + 4) 7 d x 

b f(x 2 + 5 ) J x - 1 

d x 

Solution 



a soit z = x + 4 

x = z -4 , d x = d z 


f x (x + 4) 7 d x 

= fz 7 (z - 4) d z = /( z 8 - 4 z 7 ) d z 

(substitution) 


9 z 2 z +c 

(integration) 


= -jy z 8 (2 z - 9) + c 

(simplification) 


=li (x + 4) 8 (2x - 1) 

(substitution de z) 
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b soit z 2 = x -1 pour simplifier ^integration x = z 2 + 1 , d x = 2z d z 

f(x 2 +5)7 x - l d x = /[( z 2 +1) 2 +5] x z x 2z d z (substitution) 

= f[z 4 + 2z 2 +6] x 2z 2 dz 

= 2/(z 6 + 2z 4 + 6z 2 ) d z (simplification) 

(integration) 


= 2 [| z 7 +-j z 5 + 2z 3 ] + c 


= tfz 3 [5z 4 + 14 z 2 + 70] + c 


35 


(F actrur commun) 


= (x - l) 2 [5 (x - l) 2 + 14 (x - 1) + 70] + c (substitution de z) 


= (x-l) 3 (5x 2 + 4x + 61) + c 


Q Essayez de resoudre 

3 3) Trouvez les primitives suivantes: 

® I x (2x -3) 4 d x ® f x 2 V3 x + l d 


Exemple 

Integral par substitution 

4 Trouvez : 


a f I 1 + V~iT d x 


b / 6x e x dx 


Solution 

a soit z = 1 


+ v x 


X = Z - 1 , X = (z - l) 2 
d x = 2 (z -1) d z 


/ / l + d x = f / z x 2(z-l)dz 

V X V (z - 1)2 


(substitution ) 


I 3 

= f 2z 2 dz = 2 x z 2 + c 


= y (7(1 + /^) 3 + C 


(integration) 
(substitution dez) 


b soit z = 


dz = 2x d x 


f 6x e x2 dx = 3 fe x (2x d x) 

= 3/e z dz = 3e z + c (substitution et integration) 


= 3 e x + c 


(substitution de z) 


Q Essayez de resoudre 

© Trouvez : 


®J- 


V 1 - 3x 2 


dx 


b f(3 - x) e 6x ' x dx 


pool 
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Example 

Integral par substitution 

5 Trouvez 


a f 


5 x 


d x 


3x 2 - 1 

O Solution 

a soit z = 3x 2 - 1 


b / 


V /n : 


d x 


d z = 6x d x 


/ 5x dx = I / 6xdx = if ± dz 
3x 2 - 1 6 3x 2 - 1 6 z 


b soit z =ln x 
f V 7 In x 

J d x 


= J- In Iz I + c = 4 l n I3x 2 - II + c 
6 6 

d z = — d x 

X 

= / 7 In x (J_ d x) = fz 2 d z 


= l zi + c 

3 

= |[ln(x)] 2 + c 


Essayez de resoudre 

5 Trouvez : 


a f 


% 2x 


e 2x + 3 


d x 


b I 


x(ln x) 2 


(substitution) 
(substitution et integration) 

(substitution) 
(substitution et integration) 

d x 


Pense critique : En utilisant l’integration par substituions demontrez les regies de primitives 
suivantes: 


1- f [f (x)] n f ' (x) dx = + c ou n 7^ -1 

n + 1 

2- f ^ d (x) = In lf(x)l + c ou f (x)^ 0 

f(x) 

Integral par partition 


Si y et z sont deux fonctions en x et derivables, alors : 
d . . dz dy 

F (yz) = y— + z — 

dx dx dx 


par integration les deux membres par rapport a x 

/ — (y z) d x = fy — d x 
dx dx 

yz = / y d z + / z d y 


/ z — dx 
dx 


D’ou :/ydz = yz-Jzd 


y: 
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L’ equation precedente est appelee la regie d’integration par . 
partition, et utilisee pour trouver 1’ integral du produit de 
deux fonctions l’une n’est pas la derivee de l’autre, par le 
choix convenable de deux fonctions y et z de tel sorte que 
1’ integral du cote gauche est plus facile que le cote droit. On 
suit le diagramme ci-contre , comme montrent les exemples 
suivantes: 



Exemple 


Integral par partition 



6 Trouvez : 
a fx e x d x 

O’ Solution 

a Pour trouver f x e x d x: 
Soient : y = x , 

/. d y = d x 


b fx 2 e x d x 



d z = e x d x 
?=/e*dx = e* 


v fy d z = y z - Jz d y 

Jxe x dx =xe x -/e x dx = xe x -e x + c= e x (x-l) + c 

Remarque importante : quand on ajoute la constante a la fonction g ne change pas le 
resultat (demontrez) 

b Pour trouver / x 2 e x d x: 

Soient : y = x 2 , v, d z = e x d x 

d y = 2x d y ◄ — — ^ z = /e x dx = e x 

fx 2 e x dx =x 2 e x - f2x e x d x 

= x 2 e x -2/ xe x dx 


f x e x d x =e x (x-l) + c de a 


= x 2 e x 


2 e x (x - 1) 


= e x [x 2 - 2x +2] 


+ c 
+ c 


Q Essayez de resoudre 

© Trouvez : 

a /xe' 2x dx b Jx 2 e x + 3 dx 

Remarque que : 

Le choix de y et dz, dependent de : 


1 - dy plus simple que y 


2 - dz plus facile que l’integral 


M02l 


Livre de mathematique pure calcul differential et integral 


2016 - 2017 
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Exemple | n ^g ra | p ar partition 

7 Trouvez 


a /in x d x 


b f x In x d x 


Solution 

a Soient : 


y =ln x 

d y = — d x ■*" 


d z = d x 

z = / d x = x 


/in x dx 


b Soient : 


= xln x-/xx_Ldx 

X 

= xln x - x + c = x (In x -1) + c 
y = In x 


d v = d 


y = — a x 

X 


/ x In x d 



= / x 2 In x - /- x 2 + c = / x 2 (In x - /) + c 

2 4 2 v 2 J 


Q Essayez de resoudre 

© Trouvez : 

a / In (x + 1) d x 


b /(In x -p /x” ) d x 


(rfv) Exemple 

Integral par partition 

8 Trouvez : 

®/ 


x e' 


d x 


b /- 


4x 


^2x+l 


d x 


(x+1) 2 

Solution 

a Remarquez que (x + l)" 2 plus facile a integre 

d z = (x + 1) " 2 d x 
-1 


Soit y = x e x 


d y = (x e x + e x ) d x 

◄ 

/ XeX dx =- 

xe x r -1 

- 1 y 

(x+1) 2 

X+1 " X +1 

_ 

X e +/ e x d x 


z = 


x+1 


x+1 

-x e x + e X (x + 1) 


x+1 


c = 


x+1 


+ c 
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b Soient y = 4x 
d y = 4 d x 


d z = (2x + 1) 3 d x 


z = 


(2x + 1) 


f- 


4x 




d x 


= 3x (2x +1) 
= 3x (2x +1) 


2x2 

A (2x + l) 5 x 4 d x 


4 
3x3 


5x2 


(2x + 1) + c 


10 


(2x +1) 3 [lOx -3 (2x + l)] + c 


= ^(2x+l) 3 (4x -7) + c 

Essayez de resoudre 

8 Trouvez : 


©/■ 


3x + 5 


. 2x 


d x 


b f 


d x 


Pensez critique : Pouvez vous trouvez f 


4 X 


^ 2x+l 


V2x+3 

d x par substituions ? Expliquez 


Quelques applications sur I Integra I infinie 

Si on sait que la fonction g determine la pente de la tangente ( ou fonction de benefice ou taux 
de variation d’une fonction) en un point de la courbe de la fonction f, alors on peut connaitre la 
fonction F par 1’ integration infinie de la fonction g, tel que : 


f(x) = / g (x) d x 


Remarque que cette primitive ne donne pas une seule fonction parce qu’il contient la constante 
c qu’on peut la determiner des informations donnees. 

# Exemple 

Equation de la courbe d’une fonction 

9 Si la pente de la tangente de la courbe de la fonction f en un point (x ; y) de cette courbe est donnee 


xe' 


par la relation g (x) = — — , trouvez l’equation de la courbe sachant qu ’ elle passe par le point 


(x+l) 2 


(1 ; 2 e) . 

O' Solution 

Soit 1’ equation de la courbe est y = f(x) f (x) = / g (x) d x 


f(x) = J 


xe" 


dx = 


+ c 


[de l’exemple 8 (a) ] 


(x+l) 2 x+l 

V la courbe passe par le point ( 1 ; 2e ), alors il verifie l’equation 
e 


2 e = 


(1 +D 2 


■ + c 


7 e e x 

c = — et f(x) = 

4 x+l 
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Q Essayez de resoudre 

9 Trouvez T equation de la courbe passant par le point (0 ;1) et dont la pente de la tangente en 
un point (x ;y) de la courbe est egale a x V x 2 + 1 


«E 


Exercices 4-1 


m 


Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees 

1 fx (x 2 + 3) 5 est egale a 

a j- (x 2 + 3) 6 + c b (x 2 + 3) 6 + c c i- (x 2 + 3) 4 + c 

2 Si f(2x + 3)ln xdx = yz-/zdy, alors y z est eqal a 

® 2x In x ® (2x + 3) In x ©2- (2x +3)ln x 

3 Si / (2x -l)e 2x + 3 dx = yz-/z dy, alors / z d y est egal a 

X o 2x + 3 j_ ^ q _ ^ 2x + 3 


d (x 2 + 3) 4 + c 


d x (x + 3)ln x 


a e T J + c 


2x + 3 




+ c 


d 


-i- e 2x + 3 + c 


En utilisant la substitution convenable trouvez les primitives suivantes : 


© 

fx (x -2) 4 

d x 

5 fx 2 (x - 2) 3 d x 


/? 

L 3 (X 2 

- I) 5 dx 

© 

f x V x + 4 

d x 

© f(x 2 - 1)V x + l dx 


/? 

[ 5 (x 2 

+ 3) 4 d x 

© 

/ * 

3x 2 + 2 

dx 

©/ X dx 

vy x+ 1 

© 

/ * + > 

V X - 1 

d x 

© 

/ * 2 

- dx 

14 /xe x2 dx 

© 

/- 

e x - 

1 dx 


V2x- 1 





e _x + 

X 

© 

/in 5x — 

X 


$7) /(In x) 3 — 

X 

© 

/- 

1 

x In x 

dx 


En utilisant la partition convenable trouvez les primitives suivantes : 


19 / 4x i 


2x 


d x 


0 / x 3 


d x 


f^d 


, 2x 


2 / x 3 In x d : 


© /in 


d x 


23 /in x 2 d x 

26 / (x + l) 2 e 2x d x 


© / (In x) 2 d x 
7 / x (In x) 2 d x 


Repondez aux questions suivantes : 

28 Trouvez T equation de la courbe passant par le point A (2 ; 3) et dont la pente de la normale 
en un point (x ; y) de la courbe est 3 - x. 

9 Si la pente de la tangente a une courbe en un point (x ; y) de cette courbe est x/x + 1 , 
trouvez l’equation de la courbe sachant qu’elle passe par le point (0 ; ) 

. d 2 y 


30 Determinez l'equation de la courbe y = f (x) si — / = ax + bouaetb sont deux constants 


et le point (0 ; 2) est un point d'inflexion et le point (1 ; 0) est un point minimum relatif a la 
courbe. Puis trouvez le point maximum relatif a cette courbe 
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«p Allez apprendre 


Regies d’ integrations 
des fonctions 
trigonometriques 


ee Vocabulaire de bas 


Regie 
Fonctions 
trigonometrique 
Tableau d’ integrations 


^Aide pedagogique 


Calculatrice 

scientifique 


jj Integral des fonctions 
trigonometriques 




Reflechissez et discutez 

Pour trouver la primitive d’une fonction f, on cherche une autre fonction 
F dont la derivee est la premiere fonction f, c’est-a-dire 

f (x) = A F(x) d'ou: 
dx 

If (x) d x = F(x) + c oil c est une constante. 

Laquelle des relations suivantes est vraie? 
a / cos xdx = sinx + c b /sin x d x = cos x + c 

c / cosec 2 x dx = tgx + c d / cosec 2 x d x = cotg x + c 

Remarquez que: si vous connaissez bien les derivees des fonctions 
trigonometriques, alors c'est facile a trouver leurs primitives . 
D’apres les etudes des derivations des fonctions trigonometriques et le 
tableau des primitives suivant pour quelques fonctions trigonometriques, 
comparer entre les derivees des fonctions trigonometriques, puis 
deduisez leur primitives et completez la tableau. 



/sin x d x = - cos x + c 


/ cos x d x = sin x + c 


/ sec 2 xdx = tgx + c 


/cosec 2 x d x = 


/ sec x tg x d x = 


/cosec x cotg x d x = 


— (sin x) = cos x 
dx 


(cos x) = - sin x 

d 2 

— (tg x) = sec z x 
dx 

d . 2 

— (cotg x) = - cosec x 
dx 


— (sec x) = -sec x tg x 
dx 


— (cosec x) = - cosec x cotg x 
dx 


Verifiez vos reponses en utilisant la definition de la derivee reciproque . 
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Exemple tableau de primitives 

1 Trouvez les primitives suivantes: 
a /(sin x + cos x) d x 


COS X 
1 - COS 2 X 


©J 1 dx 

1 - COS 2 X 

Solution 

a / (sin x + cos x) d x = /sin x d x +/ cos x d x 

= - cos x + sin x + c 

b /(sec x - tg x) sec x d x = / sec 2 x d x - / sec x tg x d x 
= tg x - sec x + c 


b / sec x (sec x - tg x) d x 

d / 


d x 



ml 


cos 2 x + sin 2 x = 1 
1 + tg 2 x = sec 2 x 
cotg 2 x + 1= cosec 2 x 


©/ 

1 dx 

= / 1 d x = / cosec 2 x d x = 


1 - COS 2 X 

sin 2 x 

d / 

COS X 

d x 

r cos x r 1 cos x 

= J fl \ = J * 


1 - COS 2 X 

sin 2 x sin x sin x 


dx 

= / cosec x cotg x d x = - cosec x + c 

Essayez de resoudre 

1 Trouvez: 

a /(sin x + sec 2 x) d x 


b / cosec x (cos 2 x + tg x) dx 


c / cosec x (cotg x - cosec x) d x 

Remarque importante : 


®/- 


1 - sin x 


d X 


On sait que :/x n dx = 


+1 


n + 1 


+ C(1) 


, /sin x d x = - cos x + c 


( 2 ) 


On peut generaliser tous les resultats precedants des primitives en remarquant que si on ajoute 
(multiplie) un constant a la variable x, alors l’integral garde la meme forme precedant en divisant 
par cette constante. 

Pour cela on trouve que les formes (1) et (2) sont : 

f , u s n , (a X + b) n+1 

J (ax + b) n dx = 2 ' — + c 

a(n + 1) 

, /sin (ax + b)dx = -— cos (ax + b) + c 

a 


f" 
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Exemple 

formes usuelles de primitives 


2 Trouvez : 


a /sin (2x -5) d x 

b /sec 2 (5 - 3x) d x 

c /cosec 2 ( x + 3 ) d x 

d Zsec2xtg2xdx 

(y Solution 


a /sin (2x -5) d x = - 2- cos (2x - 5) + c 
b / cosec 2 (5 - 3x) d x= - y tg (5 - 3x) + c 
c / cosec 2 (2- x + -|)dx = -2 cotg ( x + 3 
d / sec 2 x tg 2x d x = ^ cosec 2 x + c 

) + c 

Q Essayez de resoudre 

2 Trouvez : 


a / (sin 3x - sec 2 2x) d x 

b / 6 sec2 x (tan2x + cos 2 2x) d x 

C / [1 + cotg 2 ( 3x -1)] d x 

®/ sin2(2x ' 3) dx 

1 - cos ( 2 x -3) 


# Exemple 

applications 

3 Si la pente de la tangente d’une courbe en un point (x ; y) de cette courbe est donnee par la 

dy 

relation : — = sin x cos x , trouvez T equation de la courbe sachant qu’elle passe par le point 


(r Solution 


dy 


v la pente de la tangente a la courbe en un point : — = sin x cos x 

dx 

l’equation de la courbe : y = / — . d x= /sin x cos x d x 

dx 

=y fl sin x cos xd x = ^ / sin2 x d x 

= / x - / cos 2x + c = -| cos 2x +c 
2 2 4 

n 


v la courbe passe par le point , 1) 

II verifie son equation 

1= - 1 cos ( 2 X ^ ) + C 
4 v 6 



mi 


sin 2x =2 sin x cos x 
cos 2 x = cos 2 x - sin 2 x 
= 1-2 sin 2 x 
= 2cos 2 x -1 


c=1 + ¥ = l 


l’equation de la courbe est : y = - 2- cos 2x + |- 

Q Essayez de resoudre 

3 Trouvez l’equation de la courbe passant par le point A (1 ; -2) et dont la pente de la tangente 

dy ^ 

en un point (x ;y) de la courbe est : — = 3 71 cos 71 x-2 7l sin 71 x 

dx 
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®E 


Exercice 4-2 


& 


Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees 


1 Si -7- = cosec 2 x , y = 2 pour x = , alors y est egale 


a - 2 - cotg x b 2 - cotg x 

c -3 - cotg x d 3 - cotg x 

2 / 2 cos 2 x dx est egale a 


a x + ± sin2x + c 

b x + 2sin2x + c 

c x-^-sin2x + c 

d x - sin 2x + c 

3 / sec 4 x tg x d x est egale a 


a j sec 5 x + c 

b j sec 4 x + c 

C y tg 3 x + c 

d - y tan 3 x + c 

4 /( 3x + 2) sin x dx est egale a 


a (3 x + 2) cos x + 3 sin x + c 

b - (3x + 2) cos x + 3 sin x + c 

c (3x + 1) cos x + 2 sin x + c 

d - (x +1) cos x - 2 sin x + c 


Trouvez les primitives suivantes : 


5 / /T cos x d x 
8 / sin x cos x d x 
1 / cos 3 x sin x d x 

4 / (3 + sinx) 5 cos x d x 

1 7 /(cos 2 x + cos x) d x 

Repondez aux questions suivantes 


6 / cosec 2 (2x + 3) d x 


7 /tg x cos x d x 
9 /(I + tan 2 x) cos 2 x d x 10 /(sin x - cos x) 2 d x 


12 /sin 5 xcosxdx 
15 / sec 5 x tg x d x 
©/( cos X + sec x) 2 d x 


3 / x 2 cos (x 3 + 5) d x 
cos 3 x - 4 


/ 


COS 2 X 


d x 


1 9 /(tan 2 x + 2 sin 2 x) d x 


0 Si = 7 - sin 2 x, trouvez y en fonction de x si y = 5 quand x = 0 


21 Trouvez T equation de la courbe passant par le point ( 


n . n L 


+ 9) dont la pente de la 


2 4 

tangente en un point (x ; y) de la courbe est donnee par la relation : in = 2x + / sec 2 — 


22 La pente de la tangente d'une courbe en un point est egale a - a cosec 2 xoua est un constant. 


71 1)71 

Si la courbe passe par les points (— ; 5) , (— ; 1), trouvez T equation de la courbe. 




Shorouk Press 


Livre de I'eleve- 3® me secondaire 


OP Allez apprendre 


£ Le concept de 1’ integral 
finie 

£ Utilisation du theoreme 



Reflechissez et 


discutez 


Si y = f(x), et la pente de la tangente en un point de la courbe de la 
fonction est : 


fondamental de la 
differentielle et de 
1’ integration pour trouver 
1’ integral finie. 

£ Proprietes de V integral 
finie 


©p 


Vocabulaire de bas 


= f ' (x) = 2 x + 3 

dx 

Pouvez-vous trouver une valeur exacte de f(3) ; f(5) ; f(5) - f(3) ? Expliquez 
votre reponse . 

Remarquez que 

1 d’apres la definition de 1’ integral infinie: 


; Integral finie 


y = f f ' (x) dx = f (x) + c 


ou c est une constante sa valeur ne depend pas de x, on doit la 
garder dans l’integration pour qu’il contient tous les fonctions dont 
le taux de variation est f(x), done 1’ integral infinie ne donne pas une 
valeur exacte de la variable x . 


2 Si la valeur de l’integral en x = a est f( a ) + c 
et sa valeur en x = b est f(b) + c 

La difference entre les valeurs de l’integral en x = a et x = b 


Aide pedagogique 


S Calculatrice scientifique 
; Logiciel de graphisme 


J 


est egale a f(b) - f(a),qui donne une valeur exacte (pour n’importe 
que valeur de c) et sera note par a / b f ' (x) dx tel que : 


/ f'(x) dx = f(b) - f (a) 


Cette regie est appelee Integral finie. 
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Apprendr 


Theoreme fondamental de Integration 

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a ; b] et F une primitive 
quelconque de f sur [a ; b] On a : 

a / b f(x) d x = F (b) - F (a) 

Remarque: 

1 J f(x) d x est appelee Integral finie, et se lit (integral f(x) dx de a a b ) c’est un nombre 
reel qui depend de : 

a Les deux nombres a et b respectivement 
b La regie de f 

La variable x etant une variable muette, on a done: 

a / b f(x) d x = a / b f(y) dy = a / b f(z) d z 

b b 

2 Nous ecrirons la difference : f(b) - f(a) sous la forme suivante [f(x)] ou f(x) I 

a a 

3 On peut obtenir Fintegral finie par calculer la primitive sans mettre la constante c puis on 
remplace la variable par les deux termes de Fintegral. 

4 On applique toutes les regies des primitives et le tableau des primitives usuelles quand on 
calcule Fintegral finie d’une fonction continue. Si f et g sont deux fonctions continues sur 
Fintervalle [a, b] 

Alors: 

y J b [f(x) ± g (x)] d X = a / b f(x) d X ± a / b g (x) d X 

y a f k f(x) d x = k a / f(x) d x oukeR 


# Exemple 


Calcul la valeur d'une integral finie 

1 Trouvez F integral finie de la fonction f de x = -2 a x = 4 tel que f(x) = 3x 2 - 2 


Mill 
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0> Solution 

La fonction f est un polynome continue dans R 

~ f (3x 2 - 2) d x = [x 3 - 2x]\ 

“ Z -2 

= [(4) 3 - 2(4)] - [(-2) 3 - (-4)] 

= 64 - 8 + 8- 4 = 60 e R 

Q Essayez de resoudre 

1 Trouvez la valeur dans ce qui suit : 

2 5 3 ^ 

a , f (2x + 3) d x b f , dn c n / 2 cos 0 d 6 

-l 0 Vn + 4 “2 




Si la fonction est continue sur l’intervalle [a;b] alors elle est integrable sur cette intervalle. 


Ppnsp rritinnp 

Quelle est la difference entre 1’ integral finie et 1’ integral infinie ? Expliquez ? 


Proprietes de I'integral finie 

Si f est une fonction continue sur l’intervalle [a, b], c e ] a, b [, alors: 
1- b f f(x)dx =- a / f(x)dx 
2. a f f(x) d x =0 

3- a f f(x) d x = a / f(x) d x + c f f(x) d x 


O Exemple 


Calcule la valeur d’une Integral 


2 Si f est une fonction continue sur R et 1 f f(x) d x = 6 , 5 / f(x) = -14, Trouvez } f f(x) d x 

(y Solution 

f est une fonction continue sur R et x = 3 partage 1’ intervalle [1,5] 
j / f(x) d x = i f f(x) d x + 3 / f(x) d x Propriete (3) 

3 3 

= j / f(x) d x - 5 / f(x) d x Propriete (1) 


= 6 -(-14) = 20 

Q Essayez de resoudre 

2 Si f est une fonction continue sur R et A f f(x) d x = 255, 2 f f(x) d x = -15, Trouvez : 
2 1 f(x) d x 
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# Exemple 


Calcule la valeur d’une Integral finie 


3 Trouvez Q f lx - 31 d x 

(r Solution 

D’apres la definition de la fonction valeur absolu on a lx - 31 = 

f est continue en x = 3 


,/ lx-3ldx = 0 f lx-3ldx + 3 / lx-3ldx 

= Q f (3 - x) d x + 3 / (x - 3) d x 
= [3x-— ]+[ — -3x]f 

2 0 2 3 

= (9-§) + (f -15-f + 9) = f 


Q Essayez de resoudre 

© Trouvez : 

a 4 / lx + 1 1 d x 


b 3 / lx 2 - 41 d x 



Remarquez que l'aire de la 
partie coloree est gale a 
unites carrees 


13 


0 Exemple 


Calcule la valeur d’une Integral finie par substituions 


4 Trouvez 0 f x J x 2 + 3 d x 

O Solution 

On peut obtenir Tintegral finie par calculer la primitive sans mettre la constante c puis on 
remplace la variable par les deux termes de Tintegral : 

Premierement: 

pourtrouver I x J x 2 + 3 dx onposez = x 2 + 3 .‘.dz = 2xdx 


/. f x J x 2 + 3 dx 

= i / J x 2 + 3 (2x d x) = y I <]~l d z 

(substitution) 


= jf z 2 dz = |x|z 2 +c 

(integration) 


= y 7 (x 2 + 3) 3 + C 

(substitution par z) 

Deuxiement: 



0 f 3 7 X 2 + 3 d x 

= [ y 7 (x 2 + 3) 3 ] 0 3 



y [ V (12) 3 - -/o) 1 ] = 7/T 


p 
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b 2 / x 3 J x 2 + 3 d x 


Q Essayez de resoudre 

Trouvez : 

a Q f x 7 25 - x 2 dx 

Remarquez que 

1- 1) On peut resoudre l’exemple 4 directement par trouver les valeurs de z correspondants 
aux valeurs de termes de l’integral (x = 0 , x = 3) 

Si x = 0 z = 3 , Si x = 3 z = 12 

0 fxJ x 2 + 3 dx =j 3 f 12 z 2 d x = [| z 12 3 [ 2 

= y [V (12) 3 - /o) 1 ] = 7/T 


2- Dans la partie Essayez de resoudre 4 b: f(x) = x 3 J x 2 + 3 une fonction impaire 

Dans la partie Essayez de resoudre 3b: f(x) = lx 2 - 41 une fonction paire 

Les fonctions paires et impaires ont les proprietes suivantes dans l’integral finie: 

1- Si la fonction est continue et impaire sur l’intervalle [-a , a], alors: 

a J f(x) d x = zero 

2- Si la fonction est continue et paire sur l’intervalle [-a , a], alors : 

a f f(x) d x = 2 Q f f(x) d x 


En utilisant les proprietes precedantes, verifiez vos reponses dans la partie Essayez de resoudre 3,4 

# Exemple 


Integral finie des fonctions impaires et paires 


5 Trouvez : 


b 

Solution 

a la fonction est continue sur R 

C-xi 3 - 3(-x) x 3 - 3x 
v f(-x) = 1 ; { J = - , , = - f(x) 

v y (— x) 2 + 1 x 2 + 1 w 

/. f est impaire et on a : 


o f (x 2 - 1) d x 


■2 x 3 - 3x 


f 

-2 J x 2 +l 


= zero 
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b f est une fonction polynome continue sur R 


f(-x) = (-x) 2 - 1 = x 2 - 1 = f(x) 

f est paire et on a : 3 f (x 2 - 1) d x = 2 0 f (x 2 - 1) d 


Q Essayez de resoudre 

© Trouvez 

a 3 f — — — d x 

Pense critique 


= 2 [\ x 3 - x] 3 0 = 2x6=12 


+ 71 cos 2x) d x 


1 Si f est une fonction impaire et continue sur l’intervalle [-3 , 5] , 3 / f(x) d x = 9 ? quelle 
est la valeur de 3 / f(x) d x 

2 Si f est une fonction paire et continue sur l’intervalle [-4, 4] , 4 / f(x) d x = 20 et 

f 2 r 2 

0 J f(x) d x = 6 , quelle est la valeur de 4 J f(x) d x ? 


m Exercices 4-3 




Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees 

1 Si 2 f f(x) d x = 12, 2 f f(x) d x = 16, alors 3 f f(x) d x est egale a: 


a -28 

b -4 c 4 

d 28 

2 Si f(x) = Ixl, alors 

f 2 

2 J f(x) d x est egale a: 


® -1 

b zero c 2 

d 4 

Trouvez la valeur dans ce qui suit : 


3 _j f x 3 d x 

4 j f (3x 2 - 2) d x 

5 Q f (2x + l) 2 d x 

©/ 

V 8 - 1 

7 0 f x(x 2 - 3) 2 d x 

8 0 f 2 x 2 3 J x 3 + 1 d x 

9 ^ I lx - 11 d x 

10 4 1 x (x + 4) 3 d x 

® 10 /x-/ x + 1 dx 

12 Q f 2 sin 7lz dz 

7L 

13 Q / 4 tg z sec 2 z dz 

14 Q f (2x - 7e x ) d x 
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4-3 Integral finie 


Repondez a ce qui suit : 

15 Si j / f(x) d x = 10 et { f g(x) d x = -2, calculez la valeur de 

a j f 5 [f(x) + g(x)] d x b j f 5 [f(x) - g(x)] d x c 5 

16 Si f est une fonction continue sur l’intervalle [-4 , 4] et 0 f f(x) d 


calculez la valeur de 
a 0 / 4 [f(x) + 2] d x 
© Jf(x)dx, f est paire 


b . / f(x) d x , f est impaire 


7 Si f(x) = 


2 quand x < 2 6 


rO 

, trouvez 0 J f(x) d x 


x quand x ^ 2 



/ 3 g(x) d x 
x = 3 . 
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Les aires dans le plan 



Reflechissez et discutez 


1- Calculez l’aire de la region coloree dans les figures suivantes 
geometriquement. 



Figure (1) Figure (2) Figure (3) 

** r b 

2 - pour chaque figure calculez a J f(x) d x ou f(x) est 1’ equation de 
la courbe et les droites x = a , x = b determinent la region coloree. 

3 - Comparez l’aire de chaque figure et la valeur de 1’ integral ; que 
peut-on deduire ? 

I'aire de la region limitee par la courbe de la fonction f 
et I'axe des abscisses sur I'intervalle [a, b] 




Si la fonction f est continue sur I’intervalle [a, b] et 
f (x) ^ 0 dans cet intervalle. A est I’aire de la region limitee 
par la courbe de la fonction f et I’axe des abscisses et les 
droites 


x = a et x = b, alors: 
A = / f(x) d x 




Exemple 


L’aire desous la courbe 

1 La figure ci-contre montre la 
courbe representative de la 

fonction f ou f(x) = 1 + 4x - x 2 . 
calculer I’aire de la region limitee 
par la courbe de la fonction f et 
I’axe des abscisses et les droites 
x = 1, x = 4 



r 



U 

f(x) = 1 +4x 






5 


4 






4 

/ 







3 

/ 







2 

/ 







7 

o 







Li 

r 

1 

; ^ 


\ i 

; x 


Allez apprendre 

: Connaitre I’aire 

comme integral finie 
: Calculer I’aire limitee 

par la courbe d’une 
fonction et I’axe 
des abscisses sur un 
intervalle ferme 
: Calculer I’aire dela 

region comprise entre 
les courbes secantes 




Vocabulaire de bas 


Aire 

Unite carree 


Aide pedagogique 

£ Calculatrice scientifique 
£ Logiciel de graphisme 
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(y Solution 

f est continue sur l’intervalle [1, 4] et f(x) > 0 pour tout x e [1,4] 

.'.A= 1 f f(x) d x =i / (l+4x-x 2 )dx 

= [x + 2x 2 -}x 3 ] 1 4 =[4 + 32-f]-[l+2-j] 

= 36 - ^- 3 + ^- = 12 unite d'aire 

3 3 

Q Essayez de resoudre 

1 Calculez l’aire de la region limitee par la courbe de la fonction f et l’axe des abscisses et les 
droites x = -1 et x = 2 ou f(x) = 3x 2 + 1 

Pense critique 

Si la courbe de la fonction f coupe l’axe des abscisses 
en x = c ou c e [a, b]. Expliquez comment calculez l’aire 
au dessus l’axe des abscisses et limitee par la courbe de 
la fonction et l’une de deux droites x = a ; x =b (la region Aj). 

Remarquez que : 

Z> Pour trouver l’aire, on calcule les zeros de la fonction meme si on a les bomes de 1’ integral 
qui partage le domaine de la fonction en des intervalles 

Z> Etude de signe de la fonction sur ces intervalles s’il existent. Si la fonction est : 

> Positive, f(x) > 0 sur l’intervalle [a; c] , alors A 1 = a f f(x) d x 

rb 

> Negative, f(x) < 0 sur l’intervalle [c; b], alors A 2 = I J f(x) d xl 




Exemple 

L’aire au dessus I’axe des abscisses et la courbe d’une fonction 


2 Calculez l’aire de la region limitee par la courbe de la fonction f: f(x) = ^ 2 x + 2 et la 
droite x = 3 au dessus l’axe des abscisses . 


O Solution 

On calcule les zeros de la fonction en mettant f(x) = 0 x 

-< — 

3 J 2 x + 2 = 0 done . : x = -1 s 'g n of f 


00 - 


4 - 


r 3 

l’aire demande A = ( J f(x) dx 


f(x) < 0 


f(x) > 0 


= 4 f (2x + 2?dx = [-JL- (2x + if ] 3 4 
1 4x2 

4 4 

= f i 8 3 - 0 ] = -f- (2 3 ) 3 = 6 unite carree 

O O 
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Q Essayez de resoudre 

® 4x 

Calculez l’aire de la region limitee par la courbe de la fonction f: f(x) = ^ 2 + - et la droite 

x = 4 et situee au dessus de l'axe des abscisses. 


# Exemple 


x 

* 4 - 


I’aire limitee par la courbe de la fonction f et l’axe des abss 
cisses 

3 Si f: ]-o°, 3] -> R ou f(x) = x 3 - 4x. Calculez l’aire de 
la region limitee par la courbe de la fonction et situee au 

dessus l’axe des abscisses. 

^ Solution 

On calcule les points d’ intersections de la courbe avec l’axe 
des abscisses ( les zeros de la fonction) 

f(x) = x 3 - 4x = x(x 2 - 4) = x (x - 2) (x + 2) 

Quand f(x) = 0 .'. x = 0 or x = 2 or x = -2 

D’apres 1’ etude du signe de la fonction on a 



-t 


f(x) ^ 0 sur l’intervalle [-2; 0] sur l’intervalle [2, 3] 

.‘. l’aire demande A = Aj + A 2 = _ 2 f° (x 3 + 4x) dx + 2 / (x3 - 4x) dx 

= | x 4 - 2 x 2]°_ 2 + x 4 - 2 x 2 ] 3 2 

= (0-(-4))+(f -18 -(-4)) 

= Unite carree 


Remarque importante 


Pour determiner l’aire comprise entre la courbe de la fonction 
et l’axe de abscisses et les droites x = -2 ; x = 1 , comme montre 
la figure ci-contre . 

On trouve que: 

f(x) ^ 0 quand x e [-2, 0 ], f(x) < 0 quand x e [0, 1] 

.'. l’aire demandee A =Aj+A 2 

= 2 f (x 3 - 4x) dx + I 0 f 1 (x 3 - 4x) dx I 

= [ \ x 4 - 2 x 2 ]°_ 2 + 1 1 x 4 - 2x 2 ] 1 0 l 

= 4 + 1(4- - 2) - 0 I = 4 + I- \\ = unite carree . 
v 4 4 4 
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Q Essayez de resoudre 

3 Calculez l’aire de la region limitee par la courbe de la fonction y = 3 + 2x - x 2 et l’axe des 
abscisses. 


Bensecritique-, 

Calculez l’aire de la region limitee par la courbe de la fonction y = 3 + 2x - x 2 et les droites 
x = - 1 , x = 4 et y = 0 


0 I Exemple 


Application Architecture des aires 


4 UnArchitectadesignerlarentreed’unehotelalaformed’unarcd’equation y = -y (x- l)(x-7) 
ou x mesure en metre, cette entree a ete couverte par de glaces dont le metre carre coute 
1500 L.E. Quel est le coute des glaces? 

Solution 

Modelisation du probleme : 

Le cout de glaces = l’aire des glaces en metre carre x le prix d’un metre carre 


Soit le prix total = P L.E., A = l’aire de glaces en metre carre 

P= 1500 x A ® 


Calcul l’aire des glaces : 

Soit le plan horizontale l’axe des abscisses ; dont 
1’ equation y = 0 1’ equation de Bare de la rentree 
y = f(x) tel que : 

f(x) = -l(x-l)(x-7) 

.’. Si f(x) = 0 alors : x = 1 ou x = 7 

alors f(x) ^ 0 pour tout x e [1,7] 



L’aire A = 1 f - ± (x - 1) (x - 7) d x = 1 f (- ± x 2 + 4x - 1 ) d x 

= [-±x 3 + 2x 2 -lx\\ = f -(-f)=18 © de©,© 


k = 1500 x 18 = 27000 


c-a-d: le cout de couvrir l’entree de 1'hotel par de glaces est 27000 L.E 

Q Essayez de resoudre 

4 Si le cout de couvrir d’un metre carre des couloirs de 1'hotel par de granite est 400 L.E. Si on 
a couvrest 5 couloirs de meme aire par de granite, chacun limite par la courbe de la fonction 

f et les droites d’equations x = 0 et y = 0 ou f(x) = 12 - y x 2 , Calculez le prix de couvrir 
les 5 couloirs. 
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2) L'aire de la region comprise entre deux courbes 

f Si f et g sont deux fonctions continues sur l’intervalle [a, b], et f(x) ^ g (x) pour tout x 
£ [a, b], alors l’aire de la region comprise entre les deux courbes y = f(x) , y = g (x) et 
les droites x = a et x = b est donnee par la relation 
A = a / b [f(x) - g (x) ] dx 


Dans la figure ci-contre remarquez que : 

f et g sont continues sur l’intervalle [a ; b] 
f(x) > g (x) pour tout x e [a ; b] 

Si l’aire comprise entre la courbe de f(x) et l’axe des abscisses = A ( 
et l’aire comprise entre la courbe de g(x) et l’axe des abscisses = A 2 
alors l’aire comprise entre la courbe de f(x) et g(x) = A 1 - A 2 



Done : A= J h f(x) d x - a / b g (x) d x = a / b [f(x) - g(x)] d x 

Remarque importante: Si la region est comprise entre deux 
courbes secantes, alors les bornes de 1’ integral sont les 
abscisses des points d’intersections. 

Exemple 

L'aire de la region comprise entre deux 
courbes 

5 Trouvez 1’ aire de la surface limitee par la courbe representative 
de fonction y x = /T , droite y 2 = x - 2 et l’axe des ordonnees 

(X Solution 

Pour trouver les abscisses des points d’intersections on met y ( = y 2 

x - 2 = /x~ En elevant les deux membres au carre 

x 2 - 4x + 4 = x done : x 2 - 5x + 4 = 0 

(x - 1) (x - 4) = 0 x = 1 ou x = 4 

en x = 1 y t = -fT =1 , y 2 = 1 - 2 = -1 

done • ± y 2 

alors si x = 1 il n’y a pas de points d’ intersection pour les 
deux courbes quand x = 4 y x = /T = 2, y 2 = 4 - 2 = 2 y x = y 2 

/. alors les bornes de l’integral sont x = 4 et x = 0(l’axe des ordonnees) les courbes y l et y 2 
sont continues sur l’intervalle [0 ;4] ; on choisit une valeur dans l’intervalle ] 0, 4[ soit x = 2 
en x = 2 y x = /T , y 2 = 2 - 2 = 0 
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c-a-d y 1 ^ y 2 pour tout^x € [0, 4] 

/. l’air de la region = 0 / (Yj - y 2 ) d x = 0 f (/T - x + 2) d x 

3 3 

= [f' X- 2 ' 2 X' 2 + 2 x ] 4 o = \ ( 2 2 ) 2 - \ (16) + 2 (4) = ^- 8 + 8 = 4^ unite d'aire 

Q Essayez de resoudre 

5 Trouvez l’aire de la surface limitee par la courbe representative de la fonction f et la fonctions 
g ou : f(x) = x 2 - 2 et g(x) = 3 - (x + l) 2 


^ Exemple 

plusieurs regions entre deux courbes secantes 

6 Trouvez Taire de la surface limitee par la courbe representative de la fonction f et la fonction 
g ou : 

f(x) = x 3 - 3x 2 + 5 et g(x) = x + 2 

( ► Solution: 

> Pour trouver les abscisses des points d’ intersections : 

On met f(x) = g(x) 
x 3 - 3x 2 + 5 = x + 2 
x 3 - 3x 2 - x + 3 = 0 
(x 3 - 3x 2 ) - (x - 3) = 0 
x 2 (x - 3) - (x - 3) = 0 
(x-3) (x- l)(x+ 1) = 0 
.'. x = 3 ou x = 1 ou x = -1 



> L’integral sera done sur les intervalles [-1 ;1] et [1 ;3], pour trouver l’aire : 
A = Aj + A 2 

A = l.j f 1 [f(x) - g(x)] d xl + I j f [f(x) - g(x) ] d xl 

= l_j / (x 3 - 3x 2 + 5- x-2)dxl + lj/ (x 3 - 3x 2 - x + 3) d xl 
= I [^-x 4 - x 3 _ 2- x 2 + 3x] ! 4 I + I [A x 4 - x 3 - y x 2 + 3x] 3 1 l 
= 1-2 + 61 + 126 - 301 = 4 + 4 = 8 unite d'aire 


Q Essayez de resoudre 

6 Une societe de publicite produit une affiche pour commercialiser un produit sous la forme 
d’une region limitee par les courbes representatives des fonctions f et g ou f(x) = 2x 2 et 
g(x) = x 4 - 2x 2 ou x en decimetre. Calculez l’aire de la surface necessaire de papier d’affiche 
pour produire 1000 affiches pour cette production. 

> En utilisant un programme graphisme tracez cette affiche puis trouvez une 
methode simple pour calculer son aire. 
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®L 


Exercice 4-4 


& 


Ecrivez 1 ’integral finie qui exprime l’aire de la partie coloree dans ce qui suit, puis calculez 
sa valeur. 



© 
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OP L’aire de la surface limitee par la courbe de la fonction y = x 3 et les droites 
y = 0 et x = 2 est egale a 

@8 b 4 c 2 d ! l 

Dans ce qui suit, calculez l’aire de la region comprise entre : 

]) La courbe y = 5 - x 2 , l’axe des abscisses et les droites x = -2 et x = 1 


2 Les droites :x + 2y = 9,x=l,x = 3 et y = 0 

3 La courbe y = V x + 4 et les droites x = 0 , x = 5 et y = 0 


4 La courbe y = 3 - 2x - x 2 et l’axe des abscisses 


5 La courbe y = — et les droites x = 1 , x = 4 et y = 0 


6 La courbe de la fonction f: f(x) = (3 - x) (x - l) 2 et les deux axes ou f(x) -5= 0 


7 La courbe de la fonction f: f(x) = (x - 1) (x - 2) (x - 3) et les droites x = 4 et y = 0 ou 
f(x) > 0 


8 Les courbes des fonctions f et g ou f(x) = 2x 2 et g (x) = 2x + 4 


19 En utilisant 1’ integral finie, demontrez 
que l’aire du triangle dont la longueur 
de sa base = a et sa hauteur = b est egale 
aiab 

® Pense critique : Dans la figure ci- 
contre, trouvez l’aire de la surface 
limitee par la courbe de la fonction f et 

les droites y ( et y 2 ou : 

f(x) = x 3 , y t = x + 6, y 2 = x 
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Volumes de solide's^de 

- . .. 


r / 


[jg^oJUitioriM 





Reflichissez et discutez 



Avez-vous vu Alfoackher maker, 
qui transforme le terreau en 
Antiquites et ustensiles de cuisine 
en melangeant l'argile Aswani avec 
de l'eau et le coupe et place autour 
de l'axe spins, et le fa9onner avec 
ses doigts et ses Aides pour produire 

des corps avec des formes attrayantes. Etant donne que ces objets sont 
appeles? 

> On Con§u les bouteilles en plastique pour remplir 
de l'eau gazeuse, les jus et de l’huile en differentes 
volumes et capacites. Comment 
vous pouvez calculer ses volumes et 
ses capacites quand on les congut? 



■ 

0 


Solide de revolution 

Le Solide de revolution engendre 
par la rotation d’une region plane 
une tour complete autour d’une 
droite fixe du plan qui est appelee 
«axe de revolutions 



Les figures suivantes montrent quelques exemples des solides de 
revolutions obtenu par l’aire A quand il fait une tour complete autour 
la droite L 




OP 


Allez apprendre 

Connaitre le volume 
comme integral finie 
Utilisation 1’ integral 
finie pour calculer les 
volumes. 

Calculer le volume de 
revolution engendre par 
la rotation d’une region 
comprise entre deux 
courbes 




Vocabulaire de bas 


Axe de revolution 
Solide de revolution 


op Aide pedagogique 

£ Calculatrice scientifique 
6 Logiciel de graphisme. 


^4\\ pa warn 


Cone droit 


Cylindre droit 


Sphere 
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Volumes de solides de revolution 


Volume de revolution 

1) Volume de Solide engendre par la rotation d’une region plane autour d’un 
axe . 


f 

Si f est une fonction continue sur l’intervalle [a , b] , f(x) 5 s 0 pour tout x e [a , b], alors 
le volume de solide engendre par la rotation d’une region limite par la courbe y = f(x) 
et l’axe des abscisses et les droites x = a et x = b , une tour complete autour de l’axe des 
abscisses est : V = 71 f [f(x)] 2 dx 


Exemple 


Rotation autour de I’axe des abscisses 


(7^ Calculez le volume de solide engendre par la rotation 
d’une region limite par la courbe f et l’axe des abscisses 
et les droites x = -let x = 1, une tour complete autour de 
l’axe des abscisses, tel que f(x) = x 2 + 1 

(X Solution : 

La fonction f est un polynome continue sur l’intervalle 
[-1, 1], f(x) ^ 0 pour tout x e [a, b] 

Soit le volume obtenu de la rotation = V 

= 71 ( / (x 2 +l) 2 dx 

= 71 j/ (x 4 + 2x 2 +l)dx 

= 71 [y x 5 + j x 3 + x] 1 _j = || 71 unite cube 




Q Essayez de resoudre 

1 Calculez le volume de solide engendre par la rotation d’une region limitee par la courbe 
f et l’axe des abscisses et les droites x = 0 et x = 3, une tour complete autour de l’axe des 
abscisses, tel que f(x) = x. Quel est le nom du solide engendre ? Expliquez comment verifier 
de votre reponse. 


£> Exemple 


applications des volumes 


2 En utilisant 1’ integral, demontrez que le volume du cone droit est egale a 1L r 2 h ou r la 
longueur de rayon de la base, h sa hauteur. 


^ Solution : 

Le cone droit est engendre par la rotation 
d’un triangle rectangle de tel sorte que l’un 
de deux cotes de Tangle droit est situe sur 
l’axe des abscisses autour de l’axe des 
abscisses une tour complete. 
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Unite: Integral finie et ses applications 


On trouve la relation entre x et y = f(x) 


tg 0 = 


( 1 ) 


y = xtg 0 = f(x) 


‘.‘\ = 7I a f [f(x) 2 ] d x = 71 0 / x 2 tg 2 0dx 
= [j x 3 tg 2 6 ] Q h = h 3 tg 2 0 (2) 


de (1) tgO = — = -L- 

x h 



/. tan 2 0 = — T 
h z 

Substituant en (2) 


V = ' x h 3 = ^ r 2 h 

3 h 2 3 




1 

II 

* 


h 

X 


Q Essayez de resoudre 

2 En utilisant l'integral , demontrez que: 

a Volume de la sphere = j 71 r 3 

( r est la longueur du rayon de la sphere) 

b volume d'un cylindre circulaire droit = 71 r 2 h 

( r est la longueur du rayon de sa basse et h sa hauteur) 



m\ 



L'equation du cercle 
du ceutre (0,0) et de 
rayon (r) is: 
x 2 + y 2 = r 2 


Exemple 


Rotation autour de I’axe des abscisses 


3 Trouvez le volume du solide engendre par la rotution de la region limitee par la courbe 

2 2 

x y 

d’equation — + — = 1 et l’axe des abscisses, ou a et b sont deux constants une tour complete 

a 2 b 2 

autour de l’axe des abscisses. 


O Solution : 

X 2 

v La rotation autour de l’axe des abscisses y 2 = b 2 (1 - — ) 

a 2 

Bornes de l’integral : 

y = 0 x 2 = a 2 c-a-d x = - a , x = a 

2 2 

V = 71 / a b 2 (1 - — ) dx = 2JTb 2 0 / a (l - — ) d x (pourquoi ?) 

~ d a 2 a 2 

= 2 Tib 2 [x-^r 0 = 27lb 2 [a-|a] 

= j 71 b 2 a unite cubique . 

Q Essayez de resoudre 

3 Trouvez le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbe 
d’equation y = 2x - x 2 et l’axe des abscisses, une tour complete autour de l’axe des abscisses. 


p 
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4 


5 


Volumes de solides de revolution 



Exemple 


Rotation autour de I’axe des ordonnees 


4 Trouvez le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbe y = x 2 + 1 
et l’axe des ordonnees, et la droite y = 5 au cour d’une revolution autour de l’axe des ordonnees. 

(y Solution : 7 


v y = x 2 + 1 et la rotation autour de l’axe des ordonnees 
x 2 = y - 1 

Quand x = 0 , y = 1 
Bornes de l’integral y = 1 , y = 5 
V = 71 c / d x 2 d y = 71 j f 5 (y - 1) d y 

= [1L ( y - l) 2 ] ^ 16 - 0) = 871 Unite cubique 

Q Essayez de resoudre 



4 Trouvez le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbe 
d’equation y = x 2 et l’axe des ordonnees, et les droite y = 0 et y = 6 au cour d’une revolution 
autour de l’axe des ordonnees. 


2) Volume du solide engendre par la rotation d'une region limitee par deux courbes 

f Si f et g sont deux fonctions continues sur l’intervalle [a; b] , f(x) ^ 0 , g (x) ^ 0 
pour tout x g [a; b], alors le volume V du solide engendre par la rotation de la 
region limitee par deux courbes et les droites x = a , x = b au cour d’une revolution 
autour de l’axe des abscisses est : 

V = 7lj\[f(x)] 2 -[g (x)] 2 ] d x 
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Unite: Integral finie et ses applications 


Remarquez que 

1- Si la region limitee par les deux courbes y ( = f(x), 

y 2 = g (x) est tournee ou y ( ^ y 2 pour tout x € [a, b] 

c’est la region coloree dans la figure ci-contre au cour d’une 
revolution autour de l’axe des abscisses, alors les abscisses 
des points d’ intersection des deux courbes sont les bornes de 
1’ integral a et b ou a < b Le volume V du solide engendre est : 

\ = 7T J b [(y\-y 2 2 )dx 

c.-a-d. : V = 7T a / y 2 1 dx-7T a / y 2 2 d x 



2 - Si la region limitee par les deux courbes 

x i = f(y) et x 2 = g (y) est tournee ou x t ^ x 2 
pour tout y e [c , d] c’est la region coloree dans la figure 
ci-contre au cour d’une revolution autour de l’axe des 
ordonnees, alors les ordonnees des points d’ intersection des 
deux corbes sont les bornes de 1’ integral c et d ou c < d Le 
volume V du solide engendre est V = 71 c f 1 [(x 2 ! - x 2 2 ) d y 



c-a-d. : V = 71 c / x 2 jdy-® c l : 


dy 


Exemple 


Rotation d'une region limitee par deux courbes autour de I’axe 
des abscisses 



Trouvez le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbe 
y = x 2 et la droite y=2x au cour d’une revolution autour de l’axe des abscisses . 



= n (y- - y) = 32 71 x y = unite cubique 


(l2d\ 
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4-5 Volumes de solides de revolution 


Q Essayez de resoudre 

5 Trouvez le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par les deux courbes 
y = /T , y = x 2 au cour d’une revolution autour de l’axe des abscisses . 

# Exemple 


Rotation d’une region limitee par deux courbes autour de I’axe 
des ordonnees 


6 Trouvez le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par les deux courbes 
y = 4 - x 2 et la droite 2x + y = 4 au cour d’une revolution autour de l’axe des ordonnees. 

Solution : 

•/La rotation autour de l’axe des ordonnees 


^2 


x 2 j = 4 - y , x 2 2 = (2 - -) 


Aux points d’ intersections Xj = x 2 


4 - y = (2 - 2-) 2 


- y = 0 
4 J 


y (y - 4) = o 

et x 2 , > x 2 


y = 0 , y = 4 


1 " A 2 
•d 


for each x € [0, 4] 

r 4 



= 71 J A (y-idy = ^[|y 2 -i 


12 


= 71 [8 - y] = | 71 unite cubique 


Q Essayez de resoudre 

6 Trouvez le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par les deux courbes 
2y = x 2 et y = fx au cour d’une revolution autour de l’axe des ordonnees. 


Exercices 4-5 




Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees : 

1 Le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbes y = , 

y = 0 et x = 1 au cour d’une revolution autour de l’axe des abscisses est egale a. 

® -71 bo ©7T @2 71 

2 Le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbes y = — 

X 

et les droites ; y = 1 et y = 2 au cour d’une revolution autour de l’axe des ordonne est egale a. 

®7i ®2n 


® A 

4 


R 
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Unite: Integral finie et ses applications 


3 Levolumedusolideengendreparlarotationdelaregionlimiteeparlacourbes y =x 2 etladroite 
y = 1 au cour d’une revolution autour de l’axe des ordonne est egale a : 

@ n b n © j7i @2 n 

4 71 2 f (4 - x 2 ) d x est le volume de 

a une sphere de rayon 4 unites b un cone circulaire droit de 4 unites de hauteur 

c une sphere de rayon 2 unites d un cylindre circulaire droit de 4 unites de hauteur 

Calculez le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par 
les courbes et les droites donnees au cour d’une revolution autour de I’axe des 
abscisses dans ce qui suit : 

©y=x,x = 3,y = 0 ® y = 3- x ,x = 0,y = 0 

©y = i-,x=l,x = 4,y = 0 ®y = lxl,x = -2,x = 4,y = 0 

Calculez le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par 
les courbes et les droites donnees au cour d’une revolution autour de I’axe des 
ordonnees dans ce qui suit : 


® y = x,y= 1 ,x = 0 

00 

II 

o 

II 

o 

II 

X 

<N 

X 

II 

(§> 

©y = 4-x 2 ,x = 0,y = 0 

5 

II 

X 

X 

II 

o 

II 

o 

II 

00 


13 x + 2y = 0,x = 0,y = 0,y = 3 

Repondez a ce qui suit : 

1 4 Calculez Le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbes 
y 2 = 4 - x et la droite x = 0 au cour d’une revolution autour de . 

Premierement: l’axe des abscisses Deuxemement: l’axe des ordonnees 

1 5 Calculez Le volume du solide engendre par la region limitee par la rotation de la courbes 

4 

y = — et la droite x + y = 5 une toure complete autour de l’axe des abscisses. 

X 

16 pense critique : Si les points A ( - 2 ; 0) ; B ( 1 ; 5) et C ( 4 ; 0) sont les sommets d’un 
triangle ABC. Calculez Le volume du solide engendre par la rotation du triangle ABC 
une toure complete autour de l’axe des abscisses. 
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Differentiation d’unefonction : soit f une fonction derivable sur un intervalle ouvert qui contient 
x ; y = f(x) alors : 

d y = f ' (x) d x ou dy differentiation de y et dx differentiation de x. 

: L’une des methodes pour trouver 1’ integral de produit 
lequel en transforme 1’ integral en Integral usuelle ; si 
z = g (x) est une fonction derivable, alors : 

/ f(g(x))g' (x) d x = / f(z) dz 

Integral par partition : L’une des methodes pour trouver 1’ integral de produit de deux fonctions 
l’une n’est pas la derivee de l’autre. Si y et z sont deux fonctions en x et derivables,sur un 
intervalle I : alors: fydz = yz-f zdy 


Tableau des primitives de quelques fonctions usuelles 

x n + 1 

J x n d x = n+1 + c ou neR-{l} 

f cosec x tg x d x = cosec x + c 
x + — - — 71 , neY 

f sin x d x = - cos x + c 

f cosec x cotg x d x = - cosec x + c 
x^n^,neY 

/ cos xdx = -sinx + c 

f e x d x = e x + c 

f sec 2 xdx = tgx + c 

xf 2n + 1 ji , n e Z 
2 

fa d x = — — a x + c a > 0 , af 1 

In a 

f cosec 2 x d x = - cotg x + c 
x fn 71 , n g Z 

/J_dx = lnlxl + c x f zero 

X 


Integral finie : 

Thpnrpmp: 

Soit f une fonction continue sur 1’ intervalle [a;b] et F une primitive quelconque de f sur [a;b] 
alors J b f(x) d x = F (b) - F ( a) 

Proprietes de Vintegral finie : 

Si f est une fonction continue sur l’intervalle [a;b] , c e ]a ;b[ , alors : 

© b / a f(x) d x = - a / b f(x) d x © a / 3 f(x) dx = 0 


Integral par substitution 
de deux fonctions dans 
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© a / b f(x) d X = J C f(x) d X + c / b f(x) d X pour tout c g [a ; b] 

®J f(x) d x = 0 (f est une fonction impaire ) 

©./ f(x) d x = 2 0 / f(x) d x (f est une fonction paire ) 

O Solide de revolution: 

Le Solide de revolution engendre par la rotation d’une region plane une tour complete autour 
d’une droite qui est appelee axe de revolution. 


R 
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generaux 

Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees : 


® -6 

®-3 

©7 

d 12 

©Sif = x + I,y = l 

dx x ^ 

quand x = 1, x = e 

alors y est egale a : 


a e 2 - e 


©e 2 + t 

4 

d 4 +1 

3 f tg 2 x d x est egale a 




a tg x - x + c 

b tg x + x + c 

c sec 4 x + c 

d -y tag 3 

4 Si 2 / f(x) d x = 4, 

alors 2 / [3 f(x) 

- 1] d x est egale a 


® 9 

b 11 

©12 

d -8 


x + c 


5 Le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbes y = x 2 
et l’axe des abscisses et les droites x = -2 et x = 2 une toure complete autour de l’axe des 
abscisses est egale a 


a 


16 n 


b 


32 n 


c 


Trouvez la differentielle de : 

6 y = 3x 2 - 1 7 y = 7 (2x + 3) 5 


9 y = e' 5x 


10 y = e x + 3x 

13 z = (In — ) 2 


64 n 


8 y = (x + — ) 3 

X 


cos 2x 


d 4 


71 


12 z = In (x 2 + 1) 

X 

Exprimez ce qui suit par un seul integral 


15 0 / x 2 dx + _ 2 /°x 2 dx 
17 2 f kdx + 3 / kdx 


©y = e 
14 z =ln cotg (3x - 1) 


jv 


1 6; 4 J V x + 6 dx- 4 


f 1 V x + 6 dx 
18 Q / 2x 2 d x + 4 / x 2 dx 


Repondez a ce qui suit : 

19 Si 2 / f(x) d x = 5, 2 f g(x) d x = -3, trouvez : 

b 4 / 2 2 g(x) d x 


a 2 / 3f(x) d x 
c f 4 [ 3f(x) - 2 g(x)] d 


d f [3g(x) + 4x]dx 


JO Si f"(x) = 6x - 4 , f ' (1) = 2 , f( 0 ) = -4, trouvez f(x) 


Trouvez les integrates finie suivants : 

STv/ 4 '^' " r3 6 ' x4 


(x 2 + — ) d x 

X 2 


2 x 2 


d x 




X- 1 


d x 
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© 1 / 1 x + 8 dx © 4 f 4 J 16 -X 2 dx ® 0 f 2 V 4-x 2 dx 
VF + 2 

En utilisant la substitution convenable calculez les integrals suivants : 

© / x (x - 5) 3 d x © / — T © f x sec 2 (x 2 + 2) d x 

FF (1 + FF) 3 

f sec 4 x tanx d x fx e x2 + 3 d x ^ 2 ) / + * d x 

En utilisant la partition convenable calculez les integrals suivants : 

© / 3x7 2x + 3 d x © / x 4 In x d x © l f 4x e 2x d x 

Repondez a ce qui suit : 

36 Trouvez l’aire de la surface limitee par les courbes y = 7 + 2x - x 2 , y = (x - l) 2 


7 Trouvez l’aire de la surface limitee par les courbes y = 9 - x 2 , y = x 2 + 1 et les droites x = 0, 
x = 3 


8 Trouvez l’aire de la surface limitee par les courbes y = 9 - x 2 , y = x 2 + 1 et l’axe des abscisses 
et les droites x = 0, x = 3 

39 Calculez Le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbe 
y = — - — et les droites x = 2 et x = 4 au cour d’une revolution autour de . 

X - 1 

a l’axe des abscisses b l’axe des ordonne 


40 Calculez Le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbes 
y = /2x , et l’axe des abscisses et la tangente a la courbe au point (2 ; 2) de la courbe au cour 
d’une revolution autour de l’axe des abscisses. 


Pour plus d’activites et des exercices : visite le site electronique www.sec3mathematics.com.eg 
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Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees : 

® f(4 - cosec x cotg x) d x est egale a : 

a 4x - cosec x + c b 4x + cosec x + c 

c 4x - cotg x + c d 4x + cotg x + c 




e x - 3 


d x est egale a : 


a - \ (e x - 3) + c b - In le x - 31 + c 


c In le x - 31 + c 


d ^ In le x - 31 + c 


®J (2 - Ixl) d x est egale a : 

@4 b 2 © 1 d zero 

4 L’aire de la surface limitee par la courbe y = J 4 - x 2 et 1’ axe des abscisses = 

carre . 

@2 b 4 ©2 71 ©) 4 71 

3 1 3 

5 Si t f f(x) d x = 5 , 3 / g(x) = 7, alors t f (4 f(x) + g(x) + 3) d x est egale a : 

® -12 b -7 ©12 @19 


unite 


6 Le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbe y = — et les 

X 

droites x = 1 etx = 4et y = 0 au cour d’une revolution autour de 1’ axe des abscisses est 
egale a en unite cubique : 

®~ y ~ ©2 n 

Repondez a ce qui suit : 

7 7) Calculez les integrals suivants : 

b f x 2 J x - 3 d x 




d 3 


71 


x + 3 

3 f V x 2 + 6x ^ x 


8 Si f(x) = f (x + 1) (2x 2 + 4x - 1) d x, f(-2) = 1, trouvez f(3) 

9 9) Calculez les integrals suivants : 

a f tgx sec 3 x d x ®//7 + sin x COS X d X 
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1 0 Calculez les integrals suivants : 

a / x 2 In x 2 d x b / x e 2x " 1 d x 

1 1 Trouvez la valeur de ce qui suit : 

a , f (2x 5 - 3 sin — x) d x b / x 2 (3 - 2 Ixl) d x 

-j 6 _z 

5 2 5 

12 Si 2 1 f(x) d x = 8 , 5 / g(x) d x = 3 , trouvez la valeur de 2 f (f(x) + 2g(x) - 5) d x 

13 Trouvez en unites carres l’aire de la surface limitee par la courbe f(x) = (x - 2) 3 et l’axe des 
abscisses dans l’intervalle [2 ;4] 

14 La figure ci-contre montre la region limitee par les 
courbes y 1 =7 2x et y 2 = jx 2 , trouvez : 

a l’aire de la surface limitee par les deux courbes y, et y 2 

b Le volume du solide engendre par la rotation de la 
region limitee par les deux courbes y t et y 2 au toure 
d’une revolution autour de l’axe des abscisses. 


Si vous ne pouvez pas reponder aux questions vous pouvez voir ce tableau : 


N° de question 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

Voire Legon 

2 

1 

3 

4 

3 

5 

1 

activites 

2 

1 

3 

3 

4 

5 













— r 








y 2 

= 2 


j 



















K y 

,=v 

2x 

> 











o 







X 











> 

f 








f 37 
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■ Epreuve 1 ■ 


Premierement : Repondez a la question suivant 


1 Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees 


d 3 y 


1 - Laquelle des fonctions suivantes verifie la relation = y ? 



© y = ^ (x + i) 4 

b y = sin x 



© y = e x 




2- 

Si la longueur de i 

rayon d’un cercle augment d’un taux de 

— cm/s, 

77 

augment d’un taux de 

cm/s 


Jl 


® 1. 
71 

©2 

c n 

d 

3- 

La courbe de la fonction f (x) = x 3 - 3x 2 

+2 est convexe vers le haut 



b ]-00,l[ 

© ] 1 , 3 [ 

d 

4 - 

r 1L 

fj 2 (sin x + cos 

x) dx est egale a 




© 4 

©2 

c zero 

d 

5- 

Si f est une fonction continue sur R, 3 

/ 2 f(x) d x = 8 

, 3 f 4 3 

J 

5 f(x) d x = 





a zero 

b 1 

c 3 

d 

6- 

L’aire de la region limitee par la courbe 

: y = -J 1 6 - X 2 et 1 

’axe des 


carres est egale a 





a 16 71 

b 12 n 

c 8 71 

d 


71 


71 


71 


Deuxiemement : Repondez aux trois seulement des questions suivantes 

2 a Trouvez : / sin x cos 3 xdx b Sie xy -x 2 + y 3 = 0, trouvez ^ en x = 0 


dx 


3 a Determinez l'equation de la tangente a la courbe x 2 -3 x y - y 2 + 3 = 0 au point (-1,4) 
b Les cotes de l'angle choit d’un triangle rectangle a un moment donne etaient 6 cm et 


30 cm, si la longueur du premier cote augmente d’un taux de y cm/min et la longueur 


du deuxieme cote diminue d’un taux de 1 cm/min. Trouvez : 

1- Le taux d’ augmentation de l’aire du triangle apres 3 minutes 

2- Le temps apres lequel l’augmentation de l’aire s’arrete . 

4 a Determinez les intervalles de croissance et de decroissance de la fonction 
f (x) = x + 2 sin x, 0< x < 2 71 

b Trouvez l’aire maximale d’un rectangle trace de tel sorte que deux sommets consecutifs 
soient situes sur la courbe y = x 2 - 12 et les deux autre sommets sur la courbe y = 12 - x 2 . 
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5 a Trouvez le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par les deux 
courbes y = et y = (x - 3) 2 au cour d’une revolution autour de l’axe des abscisses 

b Tracez l'allure generate de la courbe representative de la fonction f qui verifie les 
proprietes suivantes : 

f (1) = f (5) = 0 , f (2) = -3 f " (x) < 0 pour tout x ^ 2 

f ' (x) < 0 pour tout x < 2 , f ' (x) > 0 pour tout x > 2 

Epreuve 2 

Premierement : Repondez a la question suivante : 

1 Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees : 

1- L’ equation de la tangente a la courbe de la fonction f (x) = e 2x+1 au point 
(J-,l)est: 

@ 2 y = x + 1 © y = 2 x + 2 ©y = 2x-3 d 2y = 3x+l 

2- Si y = 4 n 3 + 4 , z = 3 n 2 - 2, alors le taux de variation de z par rapport a y est egale a : 

© 2 n ©2 ©2^ d 4 

3- La valeur maximale de 1’ expression 8 x - x 2 ou x e R est 

@8 b 16 © 32 @64 

4- Si la pente de la tangente en un point de la courbe de la fonction f est egale a ; la 
courbe passe par le point (3 , 0), alors f (e 2 +2) est egale a 

@2 b 3 ©In 2 ©In 3 

5 - Si f est une fonction continue sur R , j/ f (x) d x = 9 6 f f(x) d x = -7, alors 
j f f(x) d x =: 

@2 b 8 © 16 d -63 

6- Le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbe 
y = V x + 1 et les droites y = 0,x = -letx=lau cour d’une revolution autour de l’axe 
des abscisses est egale a 

© 71 © 2 71 d 1A 

Deuxiemement : Repondez aux trois seulement des questions suivantes : 

2 Trouvez 

a /x(2x-l) 3 dx,/xe' 2x dx 
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b Trouvez le taux de variation de y r 76T^ r par rapport a en x = -3 
a Si xcosy +y cos x = 1, trouvez y 


dx 


b Trouvez les valeurs maximale et minimale absolus de la fonction f dans l’intervalle 
[-1 ; 1] ou f (x) = 2 x 3 + 6 x 2 + 5 

aj Si f (x) = f 2x + x 2 quand x < 0 

1 2x - x 2 quand x ^ 0, trouvez : 

3 

1- les valeurs maximale et minimale relatives de la fonction f 2- l J f(x) d x 


b Le volume d’un cube augmente regulierement en gardant sa forme d’un taux de 
27 cm 3 / min, trouvez le taux d’ augmentation de son aire totale quand la longueur de son 
arete est egale a 3 cm. 

5 a Trouvez l’airede la region limitee par les courbes y = x 2 et y = 6x - x 2 en unites carres 
b Si (2 ; -2) est un point d'inflexion de la courbe d'equation f(x) = x 3 + a x 2 + b x ou a et b 
sont des constantes, trouvez: 

a) Les valeurs de a et b. puis tracez la courbe de la fonction . 


■ Epreuve 3 


Premierement : Repondez a la question suivante : 

1 Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees 

1 - L’ equation de la tangente a la courbe du cercle x 2 + y 2 = 25 en x = 3 est 


a _± 
3 


b 

4 


c _A_ 
12 


d JL 

3 


2 - Si f (x) = — , alors f (3) = 


X - 2 


© - 36 ® - 12 © 6 

3- Si — = cosec 2 x , y = 2 quand x = — , alors y = 
dx 4 

a - (2 + cotg x) b - (3 + cotg x) c 2- cotg x 


d 4 


d 3- cotg x 


q- Z 

4 - Si 2 f f (x) d x = 7 , J g (x) d x= 2 , alors 2 f [2 f(x) - 3 g (x) - 5] d x est eqal a: 
© -18 b -8 © 10 © 14 


5 - L’aire de la region limitee par les droites y = 2x -3, y = x + 1, x = 2 est egale a 

@2 ©3 ©-?- d 6 

2 

6 - Le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par les courbes y = tg 0 , 


7T 7T 

et y = cosec 0 et les droites x = — , x = — au cour d’une revolution autour de l’axe des 
abscisses en unites cubiques est egale a : 


fl40| 


E f 

6 


b T 


®¥ 


d 2 
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Deuxiemement : Repondez aux trois seulement des questions suivantes : 

2 a Trouvez la derivee de y par rapport a x tel que : y = x 2 In x 

b Si f (x) = V( x _4 j~ , Determinez les intervalles de convexite vers le haut et vers le bas 
ainsi que le point d'inflexion (s‘il existe) de la fonction f 

3 Trouvez 

a 1- f x (x - 5) 3 d x 2 - / 4 x e 2 x d x 

b Trouvez les valeurs maximale et minimale absolues de la fonction f oil f (x) = x 4 - 4 x 3 
dans l’intervalle [0, 4] 

4 a Si le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbe y = x 3 ; et 

les droites x = 0 et y = 1 au cour d’une revolution autour de l’axe des abscisses est egale 
au volume d’un fil cyl indrique de longueur 42 unite, quelle est la longueur de rayon du 
fil? 

b Un triangle isocele de base fixe de longueur L cm, ses cotes diminuent d’un taux de 3 cm 
/ min. Quel est le taux de diminution de son aire quand il devient un triangle equilateral? 

5 a Trouvez T aire de la region limitee par les courbes x-y = 0,y = 4x-x 2 

b Tracez l'allune generate de la courbe de la fonction continue f qui verifie les proprietes 
suivantes : 


cn 

II 

o 

<4H 


2 - 

f ' (2) = 

f ' (-2) = 0 

3- f ' (x) > 0 

quand 

-2 < x < 2 



4 - f" (x) < 0 

quand 

x > 0 , f " (x) > 0 

quand 

x < 0. 


■ :p re uve 4 ■ 


Premierement : Repondez a la question suivante : 

1 Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees 


1 - Si y = 3 x $ , alors x = 1 , est egale a : 


x -2 


a -12 b -6 

2 - f sec 3 x tg x d x est egale a: 


c 6 


d 12 


a ^ sec 4 x + c 


b y sec 3 x + c 


c y tg 2 x + c 


d - y tg 2 x + c 


3 - La normale au cercle x 2 + y 2 = 12 d’un point sur le cercle passe par le point 

0(2; 3) b (1; 1) © (0; 0) © ( -2; -2) 

4 - La courbe de la fonction f (x) = (x - 2) e x est convexe vers le bas dans l’intervalle : 


4lj 
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© ]0 ; 2 [ 


d ] - ; 00 [ 


©]-°°;°°[ b ] -1 ; 2 [ 

5- j/ 3 3x lx - 41 d x est egale a 

@-27 b -20 ©20 @27 

6- Le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbe x = -L= , 

V y 

1 ^ y ^ 4 et l’axe des ordonnees au cour d’une revolution autour de l’axe des ordonnees 
en unites cubiques est egale a : 

a | n b 3/T n c m log e 2 d j n Log3 

Deuxiemement : Repondez aux trois seulement des questions suivantes : 

2 a Trouvez : / (3x 2 - 4 e 2 x) dx, / , X dx 

v x + 3 

b Si sin y + cos 2x = 0 . Demontrez que : - (— ) 2 tg y = 4 cos 2x sec y . 

dx 2 dx 

4 1 

3 a Si j/ f (x) d x = 7, J g(x) d x = 3, calculez la valeur de t / 4 [f (x) + 2 g(x) -4 ] d x 

b Si la courbe de la fonction f ou f (x) = a x 3 + b x 2 + c x + d admet une valeur maximale 
relative au point (2 ;4) et un point d’inflexion au point (1 ; 2). Trouvez T equation de la 

courbe. 

4 a Trouvez l’aire de la region limitee par la courbe /T + /y” = 1 et les droites x = 0 , 

y = 0 

b Tracer la courbe representative de la fonction continue f qui verifie les proprietes 
suivantes : 

f (4) = 2 f (3) = 4, f (2) = 0 

f ' (x) < 0 quand x > 4 ou x < 2, 

f " (x) < 0 quand x > 3 , f"(x) >0 quand x < 3 

5 a Demontrez que le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par les 

courbes y = — et y = 5- xau cour d’une revolution autour de l’axe des abscisses est 

X 

egal a 9 Jt unites cubiques 

b Si A est l’aire de la partie comprise entre deux cercles concentriques de rayons R ( et R 2 
tel que R ( > R 2 , Trouvez le taux de variation de l’aire A par rapport au temps quand 
R 2 = 10 cm et Rj = 6 cm, sachant que Rj augmente d’un taux de 0, 3 cm / s et R 2 

diminue d’un taux de 0, 2 cm / s. 
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Epreuve 5 

Premierement : Repondez a la question suivant : 

1 La figure ci-contre montre la courbe de f ' (x) pour la fonction f tel que f (x) = a x 3 + b x 2 , 
oil a et b sont deux constants 

Completez: 

a la fonction f est decroissante pour tout x € 

b la courbe de f admet un point critique en x € 

c la courbe de f est convexe vers le haut sur l’intervalle 

d il existe une valeur minimale relative pour la fonction 
f en x = 

e f (1) = 

f l’aire de la region limite par la courbe de la fonction f , et les droites x = 2 ; y = 0 , en 
unites carrees: 

Deuxiemement : Repondez aux trois seulement des questions suivantes : 

© a Trouvez : 

1 - f esc 2 x + 5 d x 2 - f — — — d x 

2 3x 2 -1 

b Si f(x) = x 3 - 6 x 2 + 9 x -1 

1- Determinez les intervalles de croissance et decroissance de f 

2- Determinez les valeurs minimales et maximales absolues sur l'intervalle [0 ; 2] 

3 a Si f (x) = 4 + cotg x - sec 2 x, trouvez T equation de la normale a la courbe de la fonction 

f au point de la courbe d’ abscisses egale a 

b Un recipient vide de 10 metres cube de capacite, on verse l'eau dans le recipient d’un taux de 
(2t +3) m 3 / min ou t le temps en minutes, trouvez le temps necessaire pour remplir le recipient. 

4 a Trouvez : lim ( , 2x ) 2x 

b On veut dessiner une affiche a la forme triangulaire contenant 800 cm 2 de Particle 
imprimee de telle sorte que la largeur de chacun des marginaux superieure et inferieure 
est 10 cm et chacun des marginaux a cotes est 5 cm. Quelle sont les dimensions qui 
rendrent son aire minimale? 



5 a Trouvez le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la courbe 
y =4 - x 2 ; et les deux parties positives de deux axes des coordonnees au cour d’une 
revolution autour de l’axe des abscisses . 

b Si f(x) = x 3 + a x 2 + bx + 4ouaetb sont deux constants, trouvez a et b, si la fonction 
admet une valeur minimale relative en x = 2 et un point d’inflexion en x = 1. Puis tracez 

la courbe de la fonction 
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Epreuve 6 

Premierement : Repondez a la question suivante : 

1 Dans chacune des phrases suivantes choisissez la lettre (A) si la phrase est vraie et la 
lettre (B) si la phrase est fausse. 


1 - 

2 - 

3 - 

4 - 

5 - 

6 - 


La valeur maximale relative de la fonction est plus grand que sa valeur minimale relative 
(A) (B) 


Le taux de variation de Vn 2 + 3 par rapport a — - — est : 

n+l 

(j- y 

Si V y~ - x~ = 2, alors : — — T 

d x z 



n (n+l) 2 

J n 2 + 3 


f x -4 , 7( x - 4) 2 

J d x = + c 

(x -2 ) 6 2(x -2 ) 7 

Si y = x In x - x, alors: = In x 

d x 

Si (a; f(a)) est un point d’inflexion d’une fonction continue f, alors 
f "(a) = 0 


(A) 

(B) 

(A) 

(B) 

(A) 

(B) 

(A) 

(B) 

(A) 

(B) 


Deuxiemement : Repondez aux trois seulement des questions suivantes : 

2 Trouvez : 

a / — ^ - — dx, /(3e' 5x + -^-)dx 

2 - 5 x 4 x 

® 2 ^~j3 y 

Si y = a e x +1 demontrez que : = 4 x y ( 3 + 2x 2 ) 

dx 3 

3 a Trouvez : f cotg x cosec 3 x d x 

b Si D est la distance du point (1 ;0) au point (x ; y) appartenant a la courbe y = y r lT , 
trouvez les coordonnees du point (x ; y) pour que D soit minimale . 

4 a Trouvez les valeurs maximales et minimale absolus de la fonction f ou f(x) = x (x - 4) 
dans l’intervalle [-1 ;3] 

b Si la pente de la tangente en un point de la courbe y = f(x) est egale a 6 x 2 + b x et 
f(0) = 5 , f(2) = -3. Trouvez la valeur de b. Puis tracez la courbe de la fonction f . 

5 a Trouvez le taux de variation de In (9 + x 3 ) par rapport a x 2 + 3 en x = 1 
b Si A ( 0, 3) , B ( 1 , 4) , C ( 2, 0) , Trouvez en utilisant l’integral : 

(i) L’aire du triangle ABC . 

(ii) Trouvez le volume du solide engendre par la rotation du triangle AA B C au cour 
d’une revolution autour de l’axe des ordonnees . 


M44j 


Livre de mathematique pure calcul differentiel et integral 


2016 - 2017 


■ Epreuve 7 




Premierement : Repondez a la question suivant : 

1 Dans chacune des phrases suivantes, choisissez la lettre (a) si la phrase est vraie et la 
lettre (b) si la phrase est fausse. 


1 - Si y 2 = 3x 2 - 7, alors: 

d x 3 x 


(a) (b) 


2 - Le point (0 ;1) est un point d’ inflexion de la fonction f(x) = x 3 - 3 x + 1 : (0, 1) ( a ) (b) 


3 - — [ cotg ( cos 3x)] = 3 sin 3 x cosec 2 (cos 3 x) 

dx 

4 - /( 1 - cos x) 4 sin x d x = - y ( 1 + cos x ) 5 + c 


5- 


(1 + — ) x = e 5 

X 


lim 

X->00 

2e 

x e e 

Deuxiemement : Repondez aux trois seulement des questions suivantes : 


^ r, 2e x x t . , x 2 

6 - J ( — + — ) d x = 2 e In Ixl - — 


(a) (b) 
(a) (b) 
(a) (b) 
(a) (b) 


2 Trouvez : 

a / x sin xd x et j/ 1 J x 4 + x 2 d x 

b Trouvez l’equation de la tangente a la courbe y = In (2 - V 2 cos x ) au point de la 
courbe d’ abscisses egale a 

3 a Determinez les intervalles de convexite vers le haut et vers le bas ainsi que le point 

d'inflexion s’il exisite de la courbe de la fonction f(x) = (x - l) 4 + 3 

b Un parallelepipede rectangle sa base a la forme d’un carre, si le cote de la base augment 
d’un taux de 0,4 cm / s et la hauteur deminue d’un taux de 0,5 cm / s. Trouvez le taux de 
variation du volume quand la longueur du cote de la base egale a 6 cm et la hauteur egale 
a 5 cm. 

4 a Si f(x) = 0 f x J x + 1 d x 

b Un stade a la forme d’un rectangle dont deux cotes opposes se terminent par deux demi- 
cercle en dehors du rectangle de diametre egale a la longueur de ce cote, si le perimetre 
du rectangle est egale a 400 metres, demontrez que l’aire du stade est maximale quand 
ce stade a la forme d’un cercle, puis trouvez la longueur de son rayon. 

5 a Si f(x) = x 3 - 3x + 3, trouvez : 

1 ) les valeurs minimale et maximale absolues sur l'intervalle [ 0, 2] 

2) l’aire de la region limitee par la courbe de la fonction f et les droites x= 0 et x = 2 et 
y = 0 

b Trouvez le volume du solide engendre par la rotation de la courbe x y = 2 et les droites 
x = 1 et x = 2 au cour d’une revolution autour de l’axe des abscisses 
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Epreuve 8 

Premierement : Repondez a la question suivant : 

1 Completez ce qui suit : 

a Si x 3 y 2 = 1, alors : [ -^-l v = 

d x y 

b _d_[7e secx ] = 

dx 

c Le point d’ inflexion de la fonction f oil f(x) = x 3 - 3x -1 est : 

d Si la fonction f est continue sur l’intervalle [2,7], alors : 2 / f(x) dx + 7 / f(x) d x 



e 


L’aire de la region limite par les courbes 
.. unites carrees 


y = x 2 et y = 4x est egale a 


f Si y = x 2 In — , a ^ 0, alors: [ — ^ ] 


dx 3 


Deuxiemement : Repondez aux trois seulement des questions suivantes : 

2 Trouvez : 

S J (x ' 3)3 - 27 dx, f x 2 e‘ x d x 

X 

b Trouvez l’equation de la tangente a la courbe f(x) = 2 tg 3 x au point d’abscisses 
appartenant a la courbe 

5 

3 a Trouvez Q f I x - 21 d x 

b La figuier ci-contre montre les courbes de g et z ou : 
g(x) = f ' (x) , z(x) = f " (x) et 
f est une fonction polynomials en x . 

Tracez la courbe de f sachant qu’elle passe par les points 
(-1,0), (1,4) 

4 a Determinez les valeurs minimale e t max imale absolues 

sur l'intervalle [ 0, 2] ou f(x) = 3 J 4- x 2 

b Une barre de 5 m de long l’une de ses extremites est 
fixe par un charnier sur un sol horizontal et 1’ autre extremite est elevee verticalement 
vers le haut par un treuil d’un taux de 1 m/min, trouvez le taux de diminution de la 
projection de la barre sur le sol quand sa hauteur est 3 metres du sol. 

5 a Un trapeze est trace dans un demi-cercle dont la base du trapeze est le diametre du demi- 
cercle , determinez la mesure de 1’ angle a la base du trapeze pour que l’aire du trapeze soit 
maximale. 
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b Si A est la region limitee par la courbe de la fonction x y = 4 + x 2 et les droites x = 1 ; 
x = 4 ; y = 0 . Trouvez : 

1 ) l’aire de la region A a une unite carree pres . 

2) le volume du solide engendre par la rotation de la region A au cour d’une revolution 
autour de l’axe des abscisses . 

Epreuve 9 

Premierement : Repondez a la question suivante : 

1 Choisissez la bonne reponse parmi les reponses proposees 

1 - Si x = 2n 2 + 7 , y = V n 3 , n = 1, alors : ^ est egale a : 

dx 

a| b 1 c 2 d6 

2- La courbe de la fonction f est convexe vers le bas si f(x) est egale a : 

® 2 - x 2 b 2 + x 3 © 2 - x 4 @ 2 + x 4 

3- Si la courbe de la fonction f ou f(x) = x 3 + k x 2 + 4 ; k € R, admet un point d’inflexion 
en x = 2 ; alors k est egale a : 

© -6 b -3 ©6 @9 

4- Si f est une fonction continue sur R , . f 3 f(x) d x = 7 / 3 f(x) d x = -11 , alors : 

f 5 

4 J f(x) d x est egale a: 

© -4 © 18 ©-18 d 77 

5- ! / I x -1 I d x est egale a : 

© -6 bo ©4 @8 

6- L’aire de la region limitee par la courbe de la fonction y = x 3 et les droites y = 0 et 
x = 2 est egale a : 

® 1 ©2 ©4 d 8 

Deuxiemement : Repondez aux trois seulement des questions suivantes : 

2 a Trouvez : / — — — dx , I 9x 2 e 3x dx 

x 2 -l 

b Trouvez la mesure de 1’ angle que fait la tangente a la courbe y 3 = x 2 aves le sens positive 
de l’axe des abscisses en x = 8 a une minute pres . 

3 a Si sin x = x y, demontrez que : x 2 ( y + y") + 2 cos x = 2 y 

b Si la courbe y = 2x 3 + 3x 2 + 4x + 5 a deux tangentes paralleles l’un d’eux passe par le 
point ( -1 ; 2), trouvez 1’ equation de T autre tangente. 
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4 a Un ballon monte verticalement vers le haut d’un taux constant de 28 m / min, On a 

observe Tangle d’elevation d’un point du sol qui se trouve a 200 metres du lieu de depart 
du ballon. Trouvez le taux de variation de Tangle d’elevation quand le ballon a 200 metres 
de hauteur. 

b Si la pente de la tangente en un point (x ; y) de la courbe y = f(x) est egale a 
3( x 2 -1) Trouvez les valeurs maximale et minimale relatives de la fonction et le point 
d'inflexion s’il existe sachant que la courbe passe par le point (-2 ; - 1). Puis tracez la 
courbe de la fonction f . 

5 Si la droite A B coupe la courbe de la fonction f au point C (x , y) ou x > 0, A ( 0; 2), 
B ( 6, 4) et f(x) = — , Trouvez : 

X 

a Tequation de la droite A B b les coordonnees du point C 

c Tequation de la normale a la courbe de f au point C et montrez qu’elle passe par le point 
d’origine O 

d le volume du solide engendre par la rotation de la region limitee par la normale OC et 
la courbe de la fonction f et la droite x = 6 au cour d’une revolution autour de l’axe des 
abscisses. 


■ Epreuve 10 ■ 


§ 


Premierement : Repondez a la question suivante : 
1 Completez ce qui suit : 

© lim ( 1 + J_ ) x + 3 = 

X->00 v 7 


b A (5-2 cotg x ) 3 = 

dx 

C Si la fonction f oil f(x) = k x 3 + 9 x 2 admet un point d’inflexion en x = - 1 ; alors k = 

d ^ f (4x 3 - 6x 2 + 5) d x = 

e Si la fonction f est continue sur Tintervalle [1 ,4], alors j / f(x) d x + 4 / f(x) d x = 

f L’aire de la region limitee par les courbes y = x 4 + 1 et y = 2x 2 est egale a unite 


carree. 


Deuxiemement : Repondez aux trois seulement des questions suivantes 

2 a Trouvez: /tg(3x+l)dx et / ( 1 - x 2 ) (3x - x 3 ) 5 ds 

b Si les deux equations parametriques de la fonction f oil y = f(x) sont : 
x = 2n 3 + 3 et y = n 4 , Trouvez en n = 1 : 


1 ) Tequation de la tangent a la courbe de f 


2 ) 


d 2 y 
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3 a Etudiez la convexite de la courbe de la fonction f ou f(x) = x 3 - 1 en precisant les points 

d’inflexions s’ils existent . 

b Si _ 2 f 3 f(x) d x = 9 , 5 f 3 f(x) dx = 4 , trouvez la valeur de 
2 f 5 [ 3 f(x) - 6 x ] dx 

4 a Trouvez l’aire de la region comprise entre les courbes y + x 2 = 6,y + 2x-3 = 0 

b Un recipient a la forme d’un cylindre droit d’une hauteur interieur de 9 cm et la longueur 

du rayon interieur de sa base est 6 cm. On met une barre metallique de longueur 16 cm 
a T interieur du cylindre, le taux d'acroissement de la longueur de la barre a l'interieur du 
recipient est 2 cm/s, quand l'extremite inferieure se glisse sur le diametre de la base. Trouvez 
le taux de grissement de l'extremite inferieure de la barre quand il arrive a la fin du diametre. 

5 a Si le taux de variation de la pente de la tangente de la courbe d’une fonction en un point 

quelconque de la courbe (x ; y) est 6(1 - 2x) et la courbe admet un point critique en 
x = 1 et une valeur minimale relative egale a 4 . 

1 ) Trouvez T equation de la normale en x = -1 

2) Tracez la courbe de f en montrant les valeurs maximale et minimale relatives ainsi 
que les points d’inflexion s’ils existent. 

b Trouvez le volume du solide engendre par la rotation de la region limite par les courbes 
y = x 3 + 1 ety = 0x = 0etx=l au cour d’une revolution autour de l’axe des abscisses. 
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Unite 1 

Exercice (1- 1) 

©-1 ©18 ©| ©10 

5 6 6 7 3x 2 - 2 cosec x tg x 

8 3 cosec (2 - 3x) cotg (2 - 3x) 

9 — L cosec 2 ( 71- — )1 0 - cosec 2 x sec 2 (cotg x) 

1 1 -2 cosec 2 x (1+cotg x) 

12 2 cosec (7l-2x) cotg (71- 2x) 

13 -2 sin 2x + 15 cosec 2 3x 

14 3 sec 2 3x + 2 cosec 2x cotg 2x 

15 3 sin 6x + 2 sec 2 x tg x 

16 2 cosec x sec 2 2x+ tg 2x cosec x tg x 

17 — — cot. 2 /x~ csc 2 /x” 

2-/ x 

18 -4 x esc 2 (1 + x 2 ) cotg (1 + x 2 ) 

19 12 sec 2 (2x + 71) tg (2x + 7T) 

- cosec x cotg x 


dy _ y 2 cos x - 2 x sin y 
dx x 2 cos y - 2y sinx 

15 ^ = cotg 2x cotg 2y 

dx 


®t-^ 

®f,-i 


©| = . tg f = ./y 
©(-3) ®(-f) 


21 a La courbe a une tangente verticale en li 


2/T 


cosec x 


U 2x cotg 3x - 3x 2 esc 2 3x 


cosec x 


cosec x + cotg x 
3(2 x + 3) esc 2 3 x x 2 cotg 3x 


(2 x + 3) 2 

ft 2secx [ g x ft -JL 

(1 + secx) 2 4 


>7 © -2 


b 2 


Exercice (1-2) 

©C ©c ©d 

©a ©b ®d)L=2L 

Vy ^ dx 4y 

ft dy = . x 3 - .1 f M 3 
W dx 3y 3 

© ^ =1 

vy dx 


9 d^ __ 3(x 2 + 2y) 
dx 2 (3x -2) 


_dy_ _ y-2x _ 2x-y 
dx 2y-x x-2y 

^ dy = n 


dx x+cosy 

12 dy = y sin x - sin y 

dx x cos y + cos x 

13 dy _ y esc 2 x + cosec y 
dx cotg x + x cosec y cotg y 


= j or n = 1 


b La courbe a une tangente horizontale 


en n = - L 
4 


Exercice (1-3) 

© a = 1 , b =11 , c= 19 , d = -23 

y = 67 , y' = 44 

© y'" =60x 2 - 24 © y'" = 12 4 

4 y'" = -8cos (2x - 7) 

© y'" = -27 sin (71 - 3x) 

© y'" = -4cos2x © y'" = 3 

V (2x - 5) 5 

©£ ©A ©4 

Exercice (1-4) 

1 a Equation de la tangente: x + y - 10 = 0 
, Equation de la normale: x - y + 4 = 0 
b 12x-y-86=0 
x+ 12y+ 17 = 0 
© 12x-y-38 = 0 
x + 12 y + 21 = 0 

© © y - 2 = 4 (x - A) 

y-2 = -i (x-2L) 

J 4 4 

© y+l = -3 VT(x-A) 


y + 1 = 


—j=^ (x - A) 

3/y 3 


3 1 © 2 x - 3y - 26 = 0 3x + 2 y = 0 
b x + y + 2 = 0 x - y = 0 

©x-2y+5=0 2x+y=0 

® y = 0 ,x=|- 
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4 © 2x - 3y -4 = 0 3x + 2 y - 19 = 0 
© 2 x - y - /T = 0 VT (x + 2 y) = 4 
©k = 4 y + 2 = 0 

6 8.5 unite carre 

7 at point a (0, 1): x - y + 1 = 0 
, x + y -1 = 0 

at point b (0, -1): x + y + 1 = 0 
, x - y -1 = 0 

Exercice (1-5) 

©d ©b ©a 


4 b 


© % = -0.8 Unite/ sec 


dt 


6 = 160/T cm 2 / sec 

vv dt 

© dA = .3 /T cm 2 / sec 
vv dt 

8 ^ = 50 gm/cm 2 / sec 


-l 


dt 20 71 


cm / sec 


^ = -4 cm 2 / sec 
dt 


1 0 -3cm/ min 
©48 m/ min 


d 0 


= -O.Olrd / min 


’ dt 
1 3 -60 cm 2 / h 


Reponse de 1' exercice generaux 

©d ©c ©c ®b 
©b 

6 a ^ = 1 - 2 esc 2 2x 
dx 


b &.= ,L_ 

dx 3 y X 2 


5sec 5 x tg 5x 


c ^ = 2 + 10 7l 2 x sin {71 x) 2 

dx 

d ^- = -2 71 sin2 (7T x + 1) 
dx 

e f = 0 

dx 

f ^ = 2 cosec 2x (2sec 2 2x - 1) 
dx 


©£ =- 2/Tr 
®®£-£ 


b &= 


dy _ x - y . dy _ 3 - x 

^ d^-y^ a yr _ 7ry 

e dy _ _ y + cos x 
dx x 

f ^ = cotg x cotg y 
© ® £ = 5 (2x + 1} (x + 2)2 

© © x /T - 9y + 24 = 0 
3/yx + y- 12 = 0 

b 2x - y = 0 4x + 8y - 5/T = 0 

@®3x + y-10 = 0 x - 3y = 0 
©x + 2y+l=0 2x-y-3 = 0 

13 1 unite carre 


1 6 99cm/sec 

19 -8 cm 2 /sec 

20 k Unite /sec 
22 - y m/ min 


18 -1 Unite /sec 


7|4 cm 2 


>1 10cm 


•. = . i-rd / min 

dn 3 

24 - ~^2ji m I m i n 
26 -lrd/ cosec 


23 -12cm 3 /sec 
25 0.14 rad /min 
27 unite carre / sec 

Reponse de l'epreuve cumulative 

©c ©a ©c ®d 

® 6n 2 - 6n + 2 
(1 - 2 n ) 3 

© x - 3y + 48 = 0 © 20 

®©x-6y+18-^ = 0 
b 19.3 cm 2 /cosec 
1 0 - — ^ cm/ cosec 

Unite 2 
Exercice 2-1 



©d 

©c 

©b 

® b 

-5x 

©e 

© e 

©e x 

©e 4 

18y 2 

9 2 

© 1 

©e 4 

©-1 
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Exercice (2 - 2) 

©b ©d 

5 15x 4 e 3x5 

© -2(3 x ' 1 )- 2 In 3 

^ 2x - 7 

© X+14 

^ X (x + 7) 

1 3 8 log e 

4x + 9 3 

3 


©d ® c 
® (2x - l)e x2 - x 
8 5x e 2 ^ 5x2 ' 3 1 

© 2 ^ x+1 > 

^ x (x + 2) 

© X [1 +21nx] 


loge 


] 


14 e JX [, 

log x x _ (log x) 2 

15 e x cosec e x tg e x 

© 6e 3x -^--log e © - 1.57 

18 ^ 19 -2.64 


dy _ - 58 y 
dx x 2 


12 x sin x [ sin x + cos x In x] 


M e x e " 1 x e x e 


>5 X x (1 -log x) 

, 6 3n2 1 x ■ 

2 e 2n 2 


© e x + 3y-e-y = 0 

34 12.8 gm / day 
8 gm / day 

Exercice 2-3 

©d ©c 
©je 4 "* c 
7 4 In Ixl + e' x + c 


8 e 1_3x + c 

10 |(e x +l) 3 + c 


II ie 2x + 2e x -4e- x + c 


8.7 gm/ day 

©a © ( 
6 x 3 + 2e x + c 


9 \ e 3x ' 4 + c 


@ 2 In (e x +l) + c 


14 2 In I 4 x - 1 1 + c 15 i ln(x 2 +l) + c 

16 In I tg xl + c 

17 In I sin x - cos x I + c 

© In I 1 + sin x I + c © In I cosec x - II + c 
20 lnlln xl + c 

© 2 In I x +11 + — ? — + c 
x+1 


2 4. (lnx) 3 + c 23 lnlx 3 -ll + c 


\ (lnx) 3 
In lx 3 - 5x +1 I + c 


25 41nlxl+e x + c 

©41nlln3xl + c ©|(l+lnx) 3 + c 
© f (3) ~4.11 

Reponse de 1' exercice generaux 

©d ©a ©c ©d 

© s.s = {103}© s.s = {25} 

© s.s = {0.399} ©s.s = {1.91} 


e 4n 


©2.197} = ^} 

10 s.s = {1.654} 

i 2 


© e 6 @ e' 1 

© e' 2 © 7e x 

®x = f 


15 6x e 3x + 1 

16 2x e 3 

= 0 

® if 

© dy = 3x 
d x x 2 +3 

© d y = 2 + In x 2 

w dx 


® eX [^- + ln (x 2 +l)] 

e x 


(e x + 1) 

© = 3x 2 © 0 


d x - 5 

IT) - - . 


d x 2 3n 6 

26 -^L^6+8e 2x 

dx 3 


1 


dx 


3 x 2 In 10 


10 4^ = 2 X [1 + (x+ l)ln2] 
d x 


152 
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© 

d y _ ox 2 +2 r 

dx L 

x2+3 + 2 x In x] 

X 

© 

-[sin x In (1 - 

3x) + 

|(1 -3x) cos 

® 

d y _ / l 

dx “ e l x 

X 

+ In x) x e 


© 

x = 3 /© 

© x = 


© 

x = 3 

© x = 

n 

© 

dy _ e-1 

d x e 

® 3 In 

lx 2 + 3x1 +c 

© 

2 In Ixl + c 



© 

31n Ixl - 2 e‘ 2x 

+c 


© 

e 3 In Ixl + i x : 

- In 3 + c 


© 

^x 4 - 1 e x + c 



© 

|-cotg 2 x - In 

1 sin xl + c 


© 

~7.456 Unite de longueur 


© 

3x-y - 1.52 = 

0 x + 3y - 

15.44 = 0 

© 

y = 8 In Ixl - 8 In 4 + 2 


© 

x € { 1.65,- 

1.65} 



Reponse de l'epreuve cumulative 

©c ©d ©b ®c 

© © y'= 6x 2 (x 3 +l) 

b 

x 4 

© y = 2 (x - -U) 

7 a x 2 + 3 In Ixl + c 

b -2 e " ' fT + c 
c |ln lln xl + c 

8 f(x) = 7 (x + 1 -In 2) - 2 e x 

Unite 3 

Exercice (3-1) 

1 f est decroissante dans ]- °o, 2[ 
f est croissante dans ]2 , °°[ 


© f est decroissante dans ]- °o, 3[ 
f est croissante dans ]3, °°[ 

© f est croissante dans ]- 0[ 

f est decroissante dans ] 0 , 4[ 
f est croissante dans ] 4 , °o [ 

© f est decroissante dans ]- /T [ 
f est croissante dans ] - /T , /T [ 
f est decroissante dans ] /T , °o [ 

5 f est decroissante dans ]- -1[ 

f est croissante dans ] -1 , oo[ 

© f est croissante dans ]- oo, 2[ 
f est decroissante dans ] 2 , oo[ 

© f est croissante dans ]- oo, 0[ 
f est croissante dans ] 0 , °°[ 

8 f est croissante dans ]- oo, -2[ 
f est croissante dans ] -2 , oo[ 

© f est croissante dans ]1, 2[ , 
f est decroissante dans ] 2 , oo[ 

10 f est croissante dans ] 0 ,oo [ 

© f est croissante dans ]- oo, 0[ 
f est decroissante dans ] 0 , oo[ 

12 f est decroissante dans ] - oo, oo [ 

1 3 f(x) f est croissante dans ] 0 

14 f est decroissante dans ] 0 

f est croissante dans ]-^,| 7l[ 
f est decroissante dans ]| 71, 2 7l[ 

Exercice 3-2 

1 f(0) = 0 valeur maximale relative 
f(2) = -4 valeur minimale relative 

2 f(-l) = -2 valeur maximale relative 
f(l) = 2 valeur minimale relative 

3 f(0) = 0 valeur maximale relative 
f(l) =-l valeur minimale relative 

4 f(-2) = 6 valeur maximale relative , 
f(0) = 2 valeur minimale relative 

5 f(-l) = -1 valeur minimale relative, 
f(0) = 0 valeur maximale relative 
f(l) = -1 valeur minimale relative 
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6 f(f=) = —7=7 valeur minimale relative 

VT 3/T 

2 16 

f(— £=) = — — valeur maximale relative 

/r 3/y 

7 f(-l) = 2 valeur maximale relative, 
f(l) = -2 valeur minimale relative 

8 f(0) = 3 valeur maximale relative 

9 f(-2) = 0 valeur minimale relative 

1 0 f(2) = 3 valeur minimale relative 

11 f(-l) = -3 valeur maximale relative 
f(3) = 5 valeur minimale relative 

12 No valeur maximale relative or valeur 
minimale relative 

1 3 f(0) = 4 valeur maximale relative 

1 4 f(2) = e 2 valeur maximale relative 

1 5 f(0) = 2 valeur minimale relative 

16 f(l) = 1 valeur minimale relative 

17 f(2) = 8 In -4~1.55 valeur maximale 
relative 

18 f(l) = 0 valeur minimale relative 

19 La fonction a une voleur maximale absolue 
=3, et une valeur minimale absolue = -1 

20 La fonction a une voleur maximale absolue 
= 2 , et une valeur minimale absolue = 1 

21 La fonction a une voleur maximale 

absolue = fl , et une valeur minimale 
absolue = - fl 

22 La fonction a une voleur maximale 

absolue ~ 0.37, et une valeur minimale 
absolue = 0 

© a = 1 , b = -9 , c = 15 , d = 0 

Exercice (3-3) 

© © [-4, 5] b {-2,2} © ]0 , 5[ 

® ]-4, 0[ e (0,0) (E) 2 © 8 

2 La courbe est convene vers le haut pour tout 
x g R, pas de point d'inflexion 

3 Convexe vers le haut dans ]- 00, 1[ 
convexe vers le bas dans ] 1 , oo[ , (1,-1) 
point d'inflexion 



4 Convexe vers le haut dans ]2 , °o [, convexe 
vers le bas dans ]- oo, 2[ , (2, 46) point 
d'inflexion. 

5 Convexe vers le haut dans ]^L ,-==[ 

fl fl 

9 -2 

convexe vers le bas 1 - oo . [ , ] r — — ,oo[ 

fir v 3 

points d'inflexion: ( j=, 6 g 4 ) , (-^=,-^-) 
® Convexe vers le haut dans ]-l, 0[ 
vers le bas dans ] -oo, -1 [ , ]l,oo[ 
point d'inflexion: (-1, | ) , (1,| ) 

7 Convexevers le haut dans ] -2, 2[ 
vers le bas dans ] - oo, -2[ , ]2, oo[ 
pas de point d'inflexion 
© Convexevers le haut dans ] - oo, 4[ 

vers le bas ] 4 ,oo[ pas de point d'inflexion 
car il n'ya pas de tangente au point (4,4) 

9 Convex vers le haut dans ] -oo, 0 [ , ]0,oo[ 
pas de point d'inflexion 
©0 =tg- 1 (l) = | 

© a=3 ,b=4 
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17 (0 , 5) avec l'axe des y 

(1, 0) , (5 , 0) avec l'axe des x . 
f(3) = -4 valeur minimale relative 

18 (0,3) avec l'axe des y 

(/T, 0) , (-/T, 0) avec l'axe des x . 
f(0) = 3 valeur maximale relative 

19 Point d'inflexion: (1,1) 

f(0) = 3 valeur maximale relative 
f(2) = -1 valeur minimale relative 
points supplentaires : (-1, -1) , (3, 3) 

20 Point d'inflexion: (0 , 2) 

f(l) = y valeur minimale relative f(- 

o 

1) = y valeur maximale relative, points 

supplentaires: (3,8), (-3 , -4) 

21 Point d'inflexion: (0 , 1) 

f(2) = -1 valeur minimale relative 
f(-2) = 3 valeur maximale relative 
points supplentaires: (4 , 3) , (-4 , 1) 

22 Point d'inflexion: (2 , -2) 

f(l) = -4 valeur minimale relative 
f(3) = 0 valeur maximale relative 
Intersection avec les axes : la courve passe 
par le point d'origine 
points supplentaires: (4 , -4) 

23 Point d'inflexion : (0 , 2) 

f(l) = 4 valeur maximale relative 
f(-l) = 0 valeur minimale relative 
Intersection avec les axes: 

(2 , 0) , (-1 ,0) avec axe des x , (0 , 2) avec 
axe des y 

points supplentaires: (-2, 4) 

24 Point d'inflexion: (0 , 2) 

f(2) = 0 valeur minimale relative 
f(-4) = 0 valeur maximale relative 
Intersection avec les axes: (0 , 2) avec axe 
des y 


(-4, 0) , (2 , 0) avec l'axe des x . 

25 Point d'inflexion : (1 , -2) only 
f(2) = -4 valeur minimale relative 
Point d'inflexion: (-1 ,3) 

26 f(0) = 4 maximale relative pas de point 
d'inflexion point supplemental = (5,5) 

Exercice (3-4) 

1 15,15 ©2,3 

3 (1) 

© 900 unite carree. 5 r = 7.5 cm 
© 20 , 20, 20 cm. 

© 5 -fl cm, 5 /T cm 

8 80000 unite carree 9 — = 2 

44100 . , , r 

1 0 unite carree 

© 15/T, 15/T cm 

12 De la baile 3 , 9, 18 cm 

14 (4 , 4) , (4 , -4) 15 — unite de 

v5 

longueur 

16 90° 17 2 /T Ampere 

@ 2250 © x =-y- cm 

Reponse de 1' exercice generaux 

®C ©b ©d 

©a © d 

f est decroissante dans ] - oo, 3 [ est 
croissante dans ] 3 , oo [ 

© f est croissante dans ] - oo, 0 [ , ] ^ , °°[ 
est decroissante dans ] 0 , ^ [ 

8 f est croissante dans ] - oo, oo[ 

© f est croissante dans ]- oo, 2[ 
est decroissante dans ] 2 , °o[ 

10 f est croissante dans ] - oo, 0 [ , ]| , oo[ 
est decroissante dans ] 0 , | [ 

© f est decroissante dans ]- oo, 3[ 
est croissante dans ]3, oo[ 

12 f est decroissante dans ] - 0 [ , ]0 ,oo[ 

13 f(x) = 2L f est croissante dans ]- oo, -2 [, 

] -2, oof 

14 f est croissante dans ] - °°, 1[ , ]1 , °°[ 
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1 5 Convexe vers le bas xeR 

16 Convexe vers le haut dans ] - 1[ 

Convexe vers le bas ] 1 ,oo [, 

(1 , -2) point d'inflexion 

1 7 Convexe vers le haut dans ]- °°, 2[ Convexe 
vers le bas ]2 , °°[ (2 , -7) point d'inflexion 

1 8 convexe vers le haut dans ] - 0 [ , ] 3 , °°[ 

convexe vers le bas ]0 , 3[ 

point d'inflexion: (0 , 0) , (3 , 81) 

19 convexe vers le bas ] - 0 [ , ]2, oo[ 

convexe vers le haut dans ]0 , 2[ , 
point d'inflexion: (2, 0) 

20 convexe vers le haut dans ]-°°,0[ 
convexe vers le bas ] 0 , °°[ 
point d'inflexion: (0, 7) 

21 f(-3) = 13 valeur maximale relative 

22 f(0) = 7 valeur maximale relative 
f(l) = 6 valeur minimale relative. 

23 f(| ) = y valeur maximale relative 
f(2) = 0 value of valeur minimale relative 

24 f(-2) = -8 valeur minimale relative 
f(0) = 8 valeur maximale relative 
f(2) = -8 valeur minimale relative 

25 f(0) = -1 valeur minimale relative. 

26 f n'est pas continue x = 2 

f(l) = 2 valeur maximale relative 
f(3) = 6 valeur minimale relative 

27 f(-l) = - i valeur minimale relative 

f(9) =yg- valeur maximale relative. 

28 f (2) = 0 valeur minimale relative. 

29 -1.6 value of valeur minimale relative 

30 la fonction a une valeur minimale absolue 
= -9 

valeur maximale absolue =18 

31 valeur minimale absolue = 0 
valeur maximale absolue = 81 

32 valeur maximale absolue = 2 
valeur maximale absolue =18 

33 valeur maximale absolue = 2 



valeur minimale absolue = - 

O 

valeur maximale absolue = 16 , 
valeur minimale absolue = -6 
36 valeur maximale absolue, -4 valeur 
minimale absolue 

-54 valeur minimale absolue , 3 valeur 
maximale absolue 
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© .\ d = 6 , c = 0 /. a = 2,b = -3 

48 Les dimension du rectangles sont 5 metres 
, 5 metres 

49 b 28 unite carree 

50 E = 250 71 VT cm 3 

® 10 VT cm 

53 2 unite carree 54 meter 

Reponse de l'epreuve cumulative 

© ® ]2 ,^ [ © x = 2 © x = 5 
d ]-oo,-l[,]5,oo[ 

©® en x = — il y a une valeur maximale 
relative 

b f est croissante dans ] -°° , ^ [ 
et decroissante ]y , oo[ 

3 ( -1, 0) , (0, 1) , (1, 0) point critique 
croissante : ]-l, 0[ , ] 1, °o[ 
decroissant : ] -oo , -1[,]0,1[ 

4 point critique : ( 2, 8) 

convexe vers le haut dans ]-oo, 2[ 
Convexe vers le bas ]2, °o[ point 

d'inflexion : (2, 8) 



6 a a = -3 , b = 3 


b Convex : convexe vers le haut dans 
]-l ,°°[ ] 1 , oo [pas de point d'inflexion 

©(2,3) ®(1,0) 

Unite 4 
Exercice 4-1 

©b ©d ©b 
© ^ ( X - 2) 5 ( 5x + 2) + c 
5 ^ ( x -2) 4 [ 5x 2 + 4x + 2 ] + c 
® ^;(x 2 -l) 6 (6x 2 + l) + c 

Livre de I'eleve- 3® me secondaire 



©]|(X + 4) 2 (3x - 8) + c 
® ^ ( x + l) 2 (5x - 9) + c 

9 ( x 2 +3) 5 (5x 4 - 5x 2 +3) + c 

10 A ln(3x 2 +2) + c 
© x - In lx +11 + c 

12 y (x + 5) V X - 1 + c 

13 (3x 2 + 2x + 2 )V 2x — 1 +c 

14 - je' x2 + c 15 -lnle' x + xl + c 

1 6 ^-(ln 5x ) 2 + c © A( In x) 4 + c 
18 In lln xl c 19 (2x-l)e 2x + c 

® \ (x 2 - 1) e x2 + c © - + c 

@ ^x 4 (4 In x - 1) + c 
® x (In x 2 - 2) + c 


4 i = x [(In x) 2 - 2 In x + 2] + c 


5 - — ( 1 + In x) + c 


[2x 2 +2x +1] + c 


7 A x 2 [2(ln x) 2 - 2 In x + 1] + c 


8 y = In lx - 31 + 3 


9 )y = ^( X+ iy (3x - 2) + 1 
0 y = x 3 - 3x + 2 

f(-l) = 4 valeur maximale relative 

Exercice (4 -2) 

© f © a © b ©b 


®/T sin x + c 6 - + cotg (2 x + 3) 


© 


COS X + c 


8 -A cos 2 x + c 


9 x + c 


0 x + A cos 2 x + c 


M58 


11 - A cos 4 x + c 1 2 A sin 6 x + c 

13 A s i n ( x 3 + 5) + c 1 4 A ( 3 + sin x) 6 + c 

15 A sec 5 x + c 16 sinx- 4 tgx + c 

17 A x + i. s j n 2 x + sin x + c 

18 Ax + Asin2x + tgx + c 
©tg x - A sin 2 x + c 

20 2y = 9+14x + cos 2 x 
©y = x 2 + 8 + tg^- 
22 y = 2 cotg x + 3 

Exercice (4 - 3) 


© c 

©d 

3 20 

4 22 

©16 

6 4(1 

-VT ) 


© = 

4.43 


©3 

© -j 

■ (4) 4 

© '[ 2 


© J 


14 16- 

7e 3 

©® 

8 ©12 

c 6 


16 a 

11 b zero 

c 6 



17 20 

Exercice (4 - 4) 

© 5 A un ite carree 2 3 unite carree 
© 2 In 3 unite carree 
© 6 unite carree 


5 A unite carree 

6 -y unite carree 

©c © d 

9 c 10 b 

11 12 unite carree 

12 7 unite carree 

1 3 y-unite carree 

14 I0y unite carree 

15 3 unite carree 

1 6 2.25 unite carree 

17 2.5 unite carree 

18 9 unite carree 

20 22 unite carree 


Exercice (4 - 5) 


©d ©b 

©b ® c 


5 9 71 unite cubique 6 9 71 unite cubique 
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© unite cubique 8 24 71 unite cubique 

9 yunite cubique 1 0 32 71 unite cubique 
11 8 unite cubique 12 y unite cubique 

13 36 71 unite cubique 

1 4 Premierement: 8 71 unite cubique 
Deuxemement: yy- 71 unite cubique 

15 9 71 unite cubique 1 6 50 71 unite cubique 

Reponse de l'exercice generaux 

© c ©d ©a ©a 

©c © 6x dx © 5 (2x + 3) 2 dx 


®3(x + ^) 3 (l-| 

9 - 5 e -5x d x 

)dx 

1 0 ) (2x + 3) e 2x2 + 3x d x 

12 2x d x 

/-\ -2 , 10 t 
13 In d x 

^ x 2 +l 

X X 

14 -3 tg (3 x - 1) cosec 2 (3x - 1) d x 

15 2 / x 2 dx 

© _ 4 f V x + 6 dx 

1 7 3 / k dx 

18 4 / x 2 dx 

© © 15 b 6 

©9 ©15 

© x 3 - 2x 2 + 3x - 4 

© 227 
12 

©f 

24 y 25 87T 

® 71 © y ( x 

- 5) 4 ( 4x +5) +c 


®'(TT7T7 +C ®| t §( x2+2 ) + c 


30 y sec 4 x + c 31 je x2 + 3 + c 

^ 2 ) y In (e 2x + x 2 ) + c 
© |(x- l)(2x+3) 2 + c 
34 y x 5 [ 51n x - 1] + c 
© e 2x [2x- 1] +c 

36 y unite carree 37 y unite carree 

38 y unite carree 

39 a y /T unite d'aire 


b 2 71 [2 +ln 3] unite cubique 
40 -y- unite cubique 

Reponse de l'epreuve comulative 

©b ©c ©b ®c 

©d ®d 

7 ) ® J x 2 + 6 x + c 

b y (5x 2 + 12 x + 24) (x - 3) 2 + c 

8 106 

9 ) ® y sec 3 X + C ® y J (1 + sinx ) 3 + c 

10 a y x 3 [ln x 2 - y ] + c 
b y e 2x2-1 + c 

© a zero b zero 12 -13 13 4 unite carree 
14 ay unite carree b 2.4 71 unite cubique 

Reponse de epreuves 
Epreuve 1 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

c 

b 

b 

b 

d 

c 


2 a y cos 4 x + c b y 

3 a 14x + 5y-6 = 0 

b 2cm/min , 6 minutes 


4 a f est decroissante dans ] -y- , — y [ 

f est croissante dans ] 0, -y [ ,] -y- , 2 7l[ 

b 64 unite carree 

5 a y unite cubique 
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© 


Epreuve 2 


© 


Epreuve 4 



© © y'= 


y sm x - cos y 


cos x - x sin y 
b valeur maximale absolue = 5 , 
absolue max. value= 13 

4 a f (- 1) = - 1 valeur minimale relative 


f(l) = 1 valeur maximale relative - 4 


b 36 cm 2 /min 

5 © 9 unite carree b a = - 6 , b = 9 

Epreuve 3 


© 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

b 

b 

d 

c 

a 

a 


© ® x ( 1 + In x 2 ) 

b La courbe est convexe vers le hunt 
] - 00 , 4[ ]4 , oo [ pas de point d'inflexion 

© © ^ ( 4x + 5) ( x - 5) 4 + c 
(2x - 1) e 2x +c 

b Valeur maximale relative = 0 , 
valeur minimale absolue = -21 


4 a r = j unite de longueur b L /T cm 2 /cm 

5 a | unite carree 



fl60j 


4 a i unite carree 



5 b 1.671 cm 2 /cosec 

Epreuve 5 

© ® x€ ] -oo , 0[ , xe ] 2 , oo[ 
b xe { 0, 2} © ] 1 , °o[ 

d x = 0 e f(l) = 2 


f 4 unite carree 
2 a - 2 cotg x ^ 5 


+ c 


| In I3x 2 - II 
6 


b f est decroissante dans ] 1 , 3[ , 
f est croissante ] - oo, 1[, ]3,°o [ 

c (- 1 ) valeur minimale absolue , (3) valeur 
maximale absolue 

3 ® x - 6y + 18 - = 0 

b 2 minute 


©® 


-2 


©® 


256 


15 

b a = - 3 


© 


b 30 cm , 60 cm 
71 unite cubique 
, b =0 

Epreuve 6 


i 

2 

3 

4 

5 

6 

b 

a 

a 

b 

a 

b 


Livre de mathematique pure calcul differentiel et integral 


2016 - 2017 


© © - ^ In I 2 - 5x 4 l + c 

, - 1 e ' 5x +71 In Ixl + c 

© © = - i CSC 3 X + C © ( i — !=) 

3 2 ©r 

4 a valeur maximale absolue = 0 
valeur minimale absolue = - 5 
b b = -12© ® ^ 

b | unite carree , 4 71 unite cubique 


Epreuve 7 

© 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

b 

a 

a 

b 

a 

b 


2 ) © - x cos x + sin x + c , |(2 -pi - 1) 

b y = x - 2L 
4 

3 a La courbe est convexe vers le bas pour 
tout x€ R pas de point d'inflexion 

b 6cm 3 /cosec 

©©^ ®r= 200 meter 

15 n 

5 a Premierement: valeur maximale 
absolue = 5 valeur minimale absolue = 1 
Deuxemement: 4 unite d'aire 
b 2 71 unite cubique 

Epreuve 8 

1 ) (a - 1 © 7 cosec x tg x e cosec x 

© ( 0, 0) d 2 / f(x) f x 
e y unite carree 

©1 

© © | x 3 + | x 2 + 27 + c 
- e ' x [ x 2 + 2x + 2] + c 
b 12x-y + 2- 37T=0 

©® f 

4 a valeur maximale absolue = 6 

valeur minimale absolue = 1 
b -_j m/min 

©®f 


b Premierement: 13 unite carree 
Deuxemement: 5171 unite cubique 

Epreuve 9 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

a 

d 

a 

b 

c 

c 


2 ) © | In lx 2 -1 l+c 

e 3x [3x 2 -2x +| ] + c 

b 18° 26 

3 b y = 4x + 5 

© ® = ( 1 ^) rad /min 

b f(- 1) = 8 valeur maximale relative 
, f(l) = 4 value valeur minimale relative 
, (0, 6) point d'inflexion 
© © y =1 x + 2 ©(3,3) 

© y = x ® y 71 unite cubique 

Epreuve 10 

© ® e 

b 6 esc 2 x ( 5 -2 cotg x) 2 
© 3 © - 16 

e zero © j| 

2 a - yin Icos (3 x+ 1)1 + c 

-j^ ( 3x - x 3 ) 5 + c 

b Premierement: 2 x - 3y - 7 = 0 
Deuxemement: ^ 

© a convexe vers le haut dans ] 0, 1 [ 

convexe vers le bas dans ] -°o,0 [ , ]1 [ 

( 0, 1) point d'inflexion 
b b = - 48 

4 a y- unite d'aire b cm/c 

5 a Premierement: y = -y(x+l) + 9 

Deuxemement: ) point d'inflexion 

b n un jt£ cubique 
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